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Introducao



Diagrama de blocos
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Sinais envolvidos

S il gt
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Amostragem



Modelo matematico da amostragem

Sera considerada amostragem uniforme: x[n| = x(nT),), para n € Z.

Sinais envolvidos:

z(t) = z(t): sinal original.

—* Amostragem = X[n]: sequéncia de amostras.

= Z(t): sinal reconstruido.
x[n]
Parametros do sistema:

<— Interpolacio [«—— = T :intervalo de amostragem (s).

= f,: taxa de amostragem (amostra/s).
» Relacdo: f, =1/T,.
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Exercicio 1

Seja x(t) uma onda triangular de amplitude 4V, frequéncia fundamental de 10 Hz e pico
ocorrendo em t = 0. Determine a saida de um amostrador com taxa de amostragem de
f, = 80 amostra/s.
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Exercicio 1

Seja x(t) uma onda triangular de amplitude 4V, frequéncia fundamental de 10 Hz e pico

ocorrendo em t = 0. Determine a saida de um amostrador com taxa de amostragem de
f, = 80 amostra/s.

Resposta:
n —5 | —4|-3|—-2|—-1|0 1 2 3 4 5
xn| | - | =2 —-4]-2]0 2 4 2 0O | -2 | —4 | -2
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Teorema da amostragem

Seja x(t) um sinal real e X(f) sua transformada de Fourier. Suponha que X (f) = 0 para
|f| > B,. Entao, x(t) pode ser recuperado a partir de suas amostras x[n] se

fo>2B,.

Nesse caso,

2(t) = 3 x[n] sinc (t _T':Ta) |

ne
Observacoes:
= O termo fy,, = 2B, é chamado de taxa de Nyquist de x(t).
= A férmula acima é chamada de férmula de interpolacdo de Whittaker—Shannon.

= O teorema foi descoberto e redescoberto varias vezes na histéria (cf. Wikipedia).
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https://en.wikipedia.org/wiki/Nyquist%E2%80%93Shannon_sampling_theorem#Historical_background

Parénteses: pente de Dirac

O pente de Dirac, também conhecido como trem de impulsos, é definido por

i d(t —nT).

UL

—31" 2T —T T 27T 3T

A transformada de Fourier de um pente no tempo é um pente na frequéncia!

S st —nT) & = 9 5(f—§)

nN=——oo k:—OO
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Parénteses: pente de Dirac

O seguinte artificio matematico é bastante utilizado para representar uma sequéncia em
tempo discreto como um sinal de tempo continuo.

v x[n] r(ﬂ
Il L

! I 1 y
—3 -2 — 1 2 3 —31' 2T —T 1T 27 3T

Note que x[n| e z(t) sdo equivalentes em termos de informac3o.

) o 20 T(t) = WZE:Z x[n]d(t — nT)
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Demonstracao do teorema da amostragem

Seja x(t) um sinal e X (f) sua transformada de Fourier. Assuma X (f) =0 para |f| > B,.

/\*\,\/-’ -

A ideia é seguir os seguintes passos para recuperar z(t) a partir de x[n]:

v
N
\
~~

—B B

T T

Xl o w0 5 R 5 xS w(0).

10 / 39



Demonstracao do teorema da amostragem

Primeiro passo:

x[n] z(t)
I I 0
comb,
—
3 —2 -1 1 2 3 —3T—2T. T, T. 2T, 3T,
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Demonstracao do teorema da amostragem

Segundo passo:

I z(t) " X(f)
1] wHtiNAAAﬂﬁ

—3T—2T. —T, T. 2T, 3T, —2f, —f. f.  2f,

a
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Demonstracao do teorema da amostragem

Terceiro passo:

X(f) = 7 rect (4 ) X(f) = Ty rect (L)X (1),

X(f) X(f)

LPF; /o

J\.\ /./\4 N
YR VETON = B, | B, !
B, )

a_Bm

\

Se B, < f, — B,,, entdo n3o havera sobreposicdo espectral e X (f) serd recuperado.

f.>2B,
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Demonstracao do teorema da amostragem

Quarto passo:

X(f) + x(t)
F-1 /\.—-\’\/_/
H
> f > 1
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Exercicio 2

Seja  x(t) = 2 + 600sinc(200t) + 8 cos(2750t). Determine o maximo intervalo de
amostragem de modo que seja possivel recuperar z(t) a partir das amostras x|[n)].
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Exercicio 2

Seja x(t) = 2 + 600sinc(200t) + 8 cos(2750t). Determine o maximo intervalo de
amostragem de modo que seja possivel recuperar z(t) a partir das amostras x|[n)].

Resposta:
X(f)=20(f)+40(f+50)+46(f —50) + 3rect(f/200).
fxyq = 200 amostra/s.

TNyq = S ms.
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Quantizacao escalar




Modelo matematico

Sera considerada quantizacao escalar (amostra por amostra).

Sinais envolvidos:

= x[n|: sequéncia original de amostras.

— Digitalizacao - o .
= d|n|: sequéncia de indices.
d[n] = y[n|: sequéncia de amostras quantizadas.
y[n] Parametros do sistema:
D E— Tabela R—
= [: nimero de niveis de quantizacao.

Quantizacdo £ operacio x[n] > y[n]. " Yy,Y1,---, Yyr_1: Niveis de quantizacao.

= Ay, Ay, ..., Az: limiares de quantizacao.

Simplificando a notacdo, escreveremos x = x[n|, d = d[n] e y = y[n].
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Modelo matematico

Os niveis e limiares devem respeitar
—00 =g <Y <A <Y; << Ap_1 <y <Ay =00.

Exemplo com L = 5:

Yo Y1 Yo Ys Ya
A Ay Ag Ay

Y

Regra de quantizacdo: x & [)\,L., )‘i—l—l) = d=i < y=uy,.

Notacdo: y = Q(x).
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Um quantizador com L = 5 tem niveis

Yo =—29, yy =—11, 5, =0, yg =11, y, = 2.3

e limiares finitos

A, =—15, Ay =—0.3, Ay = 0.8, )\, = 1.4.

Yo Y1 Yo Ys Ya
® ® @ @ @ >
—2.9 —1.1 0 1.1 2.3
—1.5 —0.3 0.8 14

Por exemplo, a entrada x = 0.9 é mapeada no indiced = 3 e na saiday = y; = 1.1.
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Curva entrada X saida

ty
Yy = 2.3 0
ys = 1.1 Q—O
Yo =0 Q 3 > X
y; = —1.1 4 O
Yo = —2.9 o
—1.5 —0.3 0.8 1.4
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Quantizacao uniforme




Quantizacao uniforme

Um quantizador escalar é dito ser uniforme se:

» A separacido entre os niveis de quantizacao é constante, A.

= Os limiares finitos se situam nos pontos médios entre os niveis de quantizacao.
= Como consequéncia, a distancia entre os limiares finitos também é A.

O parametro A é chamado de passo de quantizacao.
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Quantizacao uniforme

Um quantizador escalar é dito ser uniforme se:

» A separacido entre os niveis de quantizacao é constante, A.

= Os limiares finitos se situam nos pontos médios entre os niveis de quantizacao.
= Como consequéncia, a distancia entre os limiares finitos também é A.

O parametro A é chamado de passo de quantizacao.

Quando a entrada x esta confinada ao intervalo [—A, A], ent3o

24

A
L
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Tipos mid-riser e mid-tread

Exemplos para L =8 e x € [—12,12].

= Mid-riser: 0 € um limiar.

—10.5 : =75 : —45 : —15 1.5 4.5 7.5 10.9
® ® ® ® ® ® ® ®

\/

=0 —6 —3 0 3 6 9

» Mid-tread: 0 é um nivel.

®
®
®
®
®
®
®
®

\/

—10.5 =75 —4.5 —1.5 1.5 4.5 7.5
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Tipos mid-riser e mid-tread

Exemplos para L =8 e x € [—12,12].

Mid-riser Mid-tread
A y A y

v
8
\/
8
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Exercicio 3

A onda sinusoidal
z(t) = 5sin(27t) [em volts]

é amostrada a uma taxa de 8 amostra/s e quantizada com um quantizador mid-riser de
8 niveis e passo de 2'V.

(a) Esboce a curva entrada x saida do quantizador.

(b) Determine as sequéncias de indices e de amostras quantizadas.

Considere um ciclo completo da entrada e assuma a primeira amostra em ¢t = 0.
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Exercicio 3

Resposta:
n 0 1 2 3 4 5 6 7
x|n 0.0 3.54 5.0 3.54 0.0 —3.54 | —5.0 | —3.54
d[n| 4 5 6 5 4 2 1 2
y[n 1.0 3.0 5.0 3.0 1.0 —3.0 | —=5.0 | =3.0
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Erro de quantizacao

O erro de quantizacao de um quantizador escalar (n3o necessariamente uniforme) é
definido por

Assim, tem-se o diagrama abaixo.

Por isso, e[n] também é chamado de ruido de quantizacio.

Assim como antes, escreveremos e = e[n] para simplificar a notac3o.
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Sinais envolvidos

v
S
v
S
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Figuras de mérito de um quantizador

= Erro quadratico médio (MSE) Mean square error.

E a poténcia do erro de quantizacao:

MSE = P, = E[e?] = E[(y — x)?].

= Razao sinal-ruido (SNR) Signal-to-noise ratio:

E a razdo entre a poténcia do sinal e a poténcia do erro de quantizacao:

B _ E[x’]
SNR = 2 = g

Observacao: Alternativamente, encontra-se na literatura as siglas “MSQE" e “"SQNR", para
enfatizar que se refere ao erro ou ruido de quantizacao.
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Analise do quantizador uniforme: Hipoteses

Hipodteses:
= N3ao ha saturacao.
» O passo de quantizacao A ¢é suficientemente pequeno.

Nesse caso, é possivel mostrar que o erro de quantizacao é aproximadamente uniforme sobre
o intervalo [—A /2, A/2].

4 fele)

1/A

v
Q)

—AJ2 A/2
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Anilise do quantizador uniforme: MSE

Portanto, o erro quadratico médio sera

MSE = P, = Ele?]
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Anilise do quantizador uniforme: SNR

Assumindo que a entrada x esta confinada ao intervalo [—A, A], a SNR serad dada por

SNR = b L i
P A2/12 147 /127
ou seja,
£ g
SNR = SEL
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Analise do quantizador uniforme: Conclusao

Se o nimero de niveis for uma poténcia de 2, digamos L = 2k ent3o cada indice d pode
ser representado por k = log, L bits, e a férmula anterior nos diz que

SNR o L?  4F

Conclusio:

O aumento de 1 bit quadruplica a SNR.

Em dB, temos o famoso “6 dB por bit".
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Exercicio 4

Um sinal de voz é amostrado a taxa de 8 kamostra/s, quantizado uniformemente e, final-
mente, codificado em bits.

(a) Determine o minimo niimero de bits por amostra necessarios para que seja obtida uma
SNR de pelo menos 40 dB.

(b) Determine a SNR de fato obtida com o niimero de bits encontrados no item anterior.

(c) Determine a capacidade de armazenamento (em kB) necessaria para acomodar 2s do
sinal digitalizado.
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Exercicio 4

Um sinal de voz é amostrado a taxa de 8 kamostra/s, quantizado uniformemente e, final-
mente, codificado em bits.

(a) Determine o minimo niimero de bits por amostra necessarios para que seja obtida uma
SNR de pelo menos 40 dB.

(b) Determine a SNR de fato obtida com o niimero de bits encontrados no item anterior.

(c) Determine a capacidade de armazenamento (em kB) necessaria para acomodar 2s do
sinal digitalizado.

Respostas:

(a) 7 bit. (b) 43.91 dB. (c) 14kB.

30 / 39



Quantizacao 6tima




Quantizacao baseada em pdf

Se a entrada x se distribui de acordo com uma pdf conhecia f,, como projetar o quantizador

escalar otimo?

Ser3o considerados dois casos:

s Quantizador uniforme 6timo:
Dados f, e L, qual o melhor valor de A?

= Quantizador ndo-uniforme otimo:
Dados f, e L, quais os melhores posicionamentos dos niveis y's e dos limiares \'s?

Observacdo: O termo 6timo aqui se refere a minimizacao do erro médio quadratico.
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Expressao geral para o erro médio quadratico

De modo geral, o erro médio quadratico é dado por

MSE = F, = E[(y —x)”]

- [ @@ -2 flw)ao

= ) (y; — 2)° f(z) dz
i€[0:L) Y A,
® ® ® ® ® >
Yo Y1 Yo Ys Yu
A1 Ay A3 Ay
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Quantizacao uniforme 6tima

No caso de quantizacao uniforme, o problema é o seguinte:

“Dados f, e L, qual o melhor valor de A?”

Sob hipétese de quantizador simétrico, os niveis sdo
y; = (@—(L—=1)/2)A, ie€[0:L),

e os limiares (finitos) sdo

A = yi—l; i je[l:L).

Para encontrar o valor é6timo de A, substitui-se y, e A; na férmula do MSE e utiliza-se algum
método numérico.
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Quantizacao nao-uniforme 6tima: Algoritmo de Lloyd-Max

No caso de quantizacao nao-uniforme, o problema é o seguinte:

“Dados f, e L, quais os melhores posicionamentos dos niveis y's e dos limiares A's?”

Teorema. (S. P. Lloyd, 1957; J. Max, 1960)

= Fixados os niveis y's, a escolha dos limiares A's que minimiza o MSE é dada por

A = yz'—l;r Yi iel:L). (1)

= Fixados os limiares \'s, a escolha dos niveis y's que minimiza o MSE é dada por
v =E[x |\ <x <A, i€0:L). 2)

O algoritmo de Lloyd—Max consiste em iniciar com uma escolha arbitraria de y's e atualizar,
iterativamente, A's conforme (1) e y's conforme (2), até convergéncia.
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llustracao

Exemplo para f, mistura gaussiana e L = 5 niveis.

t fx(2)

v
S
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llustracao

Exemplo para f, mistura gaussiana e L = 5 niveis.

t fx(2)

e

v
S
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Observacoes

O valor esperado condicional em (2) é calculado a partir de

f:‘f“ zf,(z)dzx
]E[X ‘ )\’L S X < )\i-l-l] = ;‘i+1 d .
[ (@) da

7

O algoritmo sempre ird convergir.

O erro quadratico médio ou decresce ou permanece igual; como é n3o-negativo, se aproxima de algum limite.

No entanto, € possivel que o algoritmo convirja para um minimo local.
Uma pratica comum é executar o algoritmo varias vezes, partindo de escolhas de y's aleatérias e, ao final,

manter a melhor solucao.

O algoritmo pode ser generalizado naturalmente para quantizacdo vetorial.
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