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Introducao



Modelo matematico

Entrada:
un] z(t) = u(n|: sequéncia de nimeros reais.
—~ PAM  |—
Saida:

= 2(%): sinal modulado em PAM.
5(t) = 3 ulnlp(t — nT)) v

nez
Parametros:

= T.: intervalo de simbolo (s).

= R, =1/T,: taxa de simbolos (simbolos/s = baud).

= p(t): pulso de transmissdo, com E, = 1.

Observacdo: A condicdo E, = 1 simplifica a matematica e ndo resulta em perda de generalidade.
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Modelo matematico alternativo

Do ponto de vista matematico (e também de simulacdo), é util separar o modulador conforme
as duas etapas abaixo.

u[n] u(t) z(t)

— ML, — pt) —

De fato,
u(t) = TLZG;U[n]cS(t —nTy)
e, portanto,
z(t) = p(t) * u(t) = p(t) x nZE; uln|o(t —nTy) = ;E:Z uln|p(t —nTy).
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Exercicio 1

Considere o pulso de transmissdo p(t) abaixo.

+ p(t)

v
[

4 ps 10 1s 16 ps 20 ps

(a) Determine uma expressdo analitica para p(t).
(b) Determine o valor da constante A de modo que p(t) tenha energia unitaria.

(c) Assumindo R, = 50kbaud, esboce o sinal x(¢) modulado em PAM correspondente a

sequéncia de entrada u|n| = [+0.4,—0.1,—0.5,+0.8, —0.2].
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Exercicio 1

Respostas:

(A(t—4)/6, 4ps<t<10ps,
(a) p(t) =4 A(16—1)/6, 10ps <t < 16yps,

| 0, caso contrario.

(b) A = 500+/Hz.
(c) -
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Possiveis escolhas de pulsos

A escolha do pulso p(t) depende da aplicacdo. Algumas opcdes s3o:

» Pulso retangular.

A aj(t)
34 — 1 M-
A — —
_ll_ . ¢
—A — —

= Pulso sinc.

No decorrer da disciplina encontraremos outros pulsos.
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Possiveis escolhas de pulsos

A escolha do pulso p(t) depende da aplicacdo. Algumas opcdes s3o:

» Pulso retangular.
+ 2(t)
3A
A

—A
—3A

= Pulso sinc.

No decorrer da disciplina encontraremos outros pulsos.
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Possiveis escolhas de pulsos

A escolha do pulso p(t) depende da aplicacdo. Algumas opcdes s3o:
» Pulso retangular.

= Pulso sinc.

3A
& V/\/\ /\ /\/\A=t
—3A

No decorrer da disciplina encontraremos outros pulsos.
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Pulso retangular

Retangular NRZ (non-return-to-zero) Retangular RZ (return-to-zero)
+ p(t) + p(t)
A A
> t > t
T, T/2 T,
t—T/2 t—T /4
t) = Arect : t)=A >
p(t) rec ( T ) p(t) rect( T2 )
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Pulso sinc

+ p(t)

A
/ \T
— \S//\v’\/—> t

\/

p(t) = Asine(t/T))

O pulso sinc tem duracdo ilimitada, mas espectro limitado.
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Densidade espectral de poténcia




Teorema: Densidade espectral de poténcia de um sinal PAM

Seja u[n| é um processo estocastico de tempo discreto, estacionario no sentido amplo, com
média p,, e autocovariancia C,[¢]. Ent3o o sinal PAM

z(t) = 3" ulnlp(t — nT})

nez
é cicloestacionario no sentido amplo, com densidade espectral de poténcia dada por

S,() = 7 |P(H)P Su(T%f),

S

onde
= P(f)=5F{p(t)} é o espectro de p(t);
= S,(¢) = F{C,[¢] + n2} é a densidade espectral de poténcia de u[n].
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Teorema: Densidade espectral de poténcia de um sinal PAM

Seja u[n| é um processo estocastico de tempo discreto, estacionario no sentido amplo, com
média p,, e autocovariancia C,[¢]. Ent3o o sinal PAM

z(t) = 3" ulnlp(t — nT})

nez
é cicloestacionario no sentido amplo, com densidade espectral de poténcia dada por

S,() = 7 |P(H)P Su(T%f),

S

onde
= P(f)=5F{p(t)} é o espectro de p(t);
= S,(¢) = F{C,[¢] + n2} é a densidade espectral de poténcia de u[n].

Demonstracdo: Ver [1, Sec 3.4].
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Exercicio 2

Determine a densidade espectral de poténcia do sinal PAM resultante x(t) considerando
(a) uln] S Uniform ({41, +3}), com p(t) pulso retangular NRZ.

(b) u[n| = a[n] + a[n — 1], onde afn] S Normal(0, 1), com p(t) pulso sinc.
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Exercicio 2

Determine a densidade espectral de poténcia do sinal PAM resultante x(t) considerando
(a) uln] S Uniform ({41, +3}), com p(t) pulso retangular NRZ.

(b) u[n| = a[n] + a[n — 1], onde afn] S Normal(0, 1), com p(t) pulso sinc.

Respostas:
(a) S, (f) = 5sinc*(T, f).
(b) S, (f) = 4 cos®(nT, f) rect (T f).
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Comunicacao na presenca de ruido




Canal AWGN

Assumiremos agora um canal com ruido gaussiano branco aditivo (AWGN).

Sinais envolvidos:

= z(t): entrada do canal.
= y(t): saida do canal.

= 2(t): ruido aditivo.
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Modelo do ruido

O ruido z(t) é modelado como um processo estocastico de tempo continuo, independente da
entrada z(t), gaussiano, estacionario no sentido amplo, de média u, = 0, autocovariancia

C,(1) = (N, /2)d(7) e densidade espectral de poténcia S,(f) = N,/2.

2(7) t 5.(f)
Ny/2 Ny /2

Observacoes:
= A constante N, tem unidade W/Hz ou V?/Hz, dependendo do contexto.
= A poténcia do ruido na faixa de operacio fica f_v‘;v S.(f)df = f (N,/2)df = N,W.
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O problema da deteccao linear 6tima

Suponha, inicialmente, que seja transmitido um dnico pulso, isto é,
z(t) = uo p(1),

onde uy € um numero real.

+ z(t) = ug p(t) y y(t)
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O problema da deteccao linear 6tima

O problema da deteccdo linear 6tima consiste em determinar a resposta ao impulso ¢(t) do
filtro de recepcao abaixo que maximiza a razao sinal-ruido (SNR) da saida.

z(t) = ug p(t) y(t) v(t) Vg
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Filtro casado

Teorema. A resposta ao impulso do filtro de recepcdo q(t) que maximiza a SNR de saida é
dada pelo filtro casado:

z(t) = ug p(t) y(?) v(t) Vo
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Interpretacao grafica do filtro casado

Na filtragem casada, o pulso de recepcao ¢(t) é o espelho do pulso p(t):

p(?) v q(t)

v
~
v
~

Se p(t) for causal, entdo q(t) = p(—t) sera ndo-causal. Na pratica, isso é resolvido com um
atraso em q(t).
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Interpretacao grafica do filtro casado

Na filtragem casada, o pulso de recepcao ¢(t) é o espelho do pulso p(t):

p(?) v g(t)

/N

Se p(t) for causal, entdo q(t) = p(—t) sera ndo-causal. Na pratica, isso é resolvido com um

\/
<+~

v
~

atraso em q(t).
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Dois lemas

Lema L,: Se h(t) possui transformada de Fourier H(f), entao

o) = [ T H(p)df

Demonstracdo: Segue da definicao da transformada inversa de Fourier.

Lema L,: Se as integrais abaixo existirem, entdo
2

/Z ¢1(z) Po(z)dz| < /Z‘¢1(x)‘2d$/2‘¢2(x)‘2dw’

*

com igualdade se e somente se ¢, () = k ¢} (x), onde k é qualquer constante n3o-nula.

Demonstrac3o: E a desigualdade de Cauchy-Schwarz.
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Demonstracao do teorema do filtro casado

Assumindo z(t) = uy p(t), temos

sinal ruido
o(t) = q(t) * y(t) = q(t) * [2(t) + 2()] = q(t) * [o p(t) + 2(t)] = ug q(t) ip(ti + é<t>jz<t>'.
h(t) w(t)

= A poténcia da parcela referente ao sinal, no instante ¢ = 0, é dada por

/de

com igualdade se e somente se Q(f) = kP*(f), onde k é qualquer constante n3o-nula.

2.
P

/ P(f)Q(f) df

= A poténcia da parcela referente ao ruido é dada por

P = / S, (f) df = / QUES.(f) df = (Ny/2)E
—00 —00 NOV/Q
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Demonstracao do teorema do filtro casado

Portanto, a razao sinal-ruido de saida satisfaz

Pw (NO/2)Eq N0/2

com igualdade se e somente se Q(f) = kP*(f), onde k é qualquer constante n3o-nula.

O resultado segue percebendo que Q(f) = kP*(f) é equivalente a q(t) = kp(—t). ]
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Exercicio 3

Considere o pulso de transmissdao Manchester, dado por

p(t) = Arect (%) — Arect (t _15’/1;3/4) .

(a) Esboce p(t).
(b) Determine o valor da constante A de modo que p(t) tenha energia unitaria.

(c) Esboce o pulso de recepcao ¢(t) casado ao pulso de transmissdo p(t). Aplique um atraso
em q(t) para torna-lo causal.
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Exercicio 3

Considere o pulso de transmissdao Manchester, dado por

p(t) = Arect (%) — Arect (t _15’/1;3/4) .

(a) Esboce p(t).
(b) Determine o valor da constante A de modo que p(t) tenha energia unitaria.

(c) Esboce o pulso de recepcao ¢(t) casado ao pulso de transmissdo p(t). Aplique um atraso
em q(t) para torna-lo causal.

Respostas:

(a) - (b) A= 1/T. (c) -

22 / 51



Interferencia intersimbolica




Modelo matematico

Na secao anterior consideramos a transmissao de um dnico pulso pelo canal.

Agora, iremos considerar a transmissao de um sinal PAM “completo”.

— ™I, ™ p@) qt) — T

Hipotese: O pulso de recepcdo ¢(t) esta casado ao pulso de transmissdo p(t).
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Modelo em tempo discreto

Proposicao. Temos

em que
» hin] = h(nT)), onde h(t) = q(t) x p(t) é o pulso equivalente do sistema;
» wn| =w(nl)), onde w(t) = q(t) * 2(t) é ruido filtrado.

— hin]

Observacdo: Ao contrario do ruido original z(t), é possivel que o ruido discreto w(n] tenha amostras correlacionadas.
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Demonstracao

Temos v(t) = q(t) * y(t)
= q(t) * [z(t) + 2(t)]
= q(t) » [p(t) » u(t) + 2(t)]
= q(t) » p(t) * u(t) + q(t) * 2(t)
= h(t) * a(t) + w(t)
— h(t) * Z; ui)é(t — iT.) + w(t)
= Y ulilh(t —iT,) + w(t)

Substituindo ¢t = nT;:

v[n] = v(nT)) Zuz]h nT, —iT,) + w(nT)) Zu Jh[n —i] + w[n],

1€Z 1€Z,

de onde segue o resultado. |
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Condicao para ISI nula

Abrindo o somatério da convolucao:
v[n] = hn] x u[n| + wn]
= Z h{n — iJuli] + w(n]

1EZL
= .-+ h[1lJu[n — 1] + h[0Ju[n| + h[—-1]u[n + 1] + --- + w[n|.
inde;(:,jado desgado inde;ejado ruido

Portanto, é desejavel que h[n] = d[n], ou, em termos de h(t), que

1, t=0,
h(t) =
0, t=4T,+2T, 43T, ...

Esta é a chamada condicdo para interferéncia intersimbdlica (1SI) nula.
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Modelo em tempo discreto com ISI nula

Hipodteses:
= O pulso de recepcdo ¢(t) estd casado ao pulso de transmissdo p(t).

= O pulso equivalente h(t) = q(t) = p(t) satisfaz a condicdo para ISI nula.

O modelo se simplifica como abaixo.

onde w|n] = Normal(0, N,/2) (“ruido gaussiano branco discreto”).
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Demonstracao

Como h[n] = §[n] (da condicdo para ISI nula), entdo v[n] = h[n] x u[n] + w[n] = u[n] + w{n|. Por-
tanto, s6 resta mostrar que wln]| ~ Normal(O Ny/2).

Como z(t) é estacionario no sentido amplo, gaussiano e de média zero, entdo w(t) = q(t) * z(¢) também
serd estacionario no sentido amplo, gaussiano e de média zero, com densidade espectral de poténcia

Sw(f) = 1QUNI2S.(f) = Ty (£)(No/2),

onde U (f) = |Q(f)|* é a densidade espectral de energia de ¢(t). Portanto, a autocovariancia de w(t) é
Co(7) = F7HS,(£)} = No/2)F H{Y,(f) } = (No/2)1, (1) = (No/2)h(7),

onde 1, (7) = ffooo q(t)q(t — 7)dt é a autocorrelacdo temporal de energia do pulso ¢(t) e a dltima
igualdade segue da hipétese de filtro casado: ¥, (7) = q(7) * q(—7) = q(7) x p(T) = h(7).

Assim, w(n| = w(nT;) também serd estacionario no sentido amplo, gaussiano, de média zero e
autocovariancia C [¢] = (N,/2)h[¢] = (N,/2)d[¢]. Equivalentemente, w[n| a Normal(0, N,/2). =

29 / 51



Exercicio 4

Considere o pulso de transmissao NRZ

p(t) = Arect(t_Tﬂ).

S
Supondo a sequéncia de entrada u[n] = [—1,+1,+1,—3] e auséncia de ruido:
(a) Determine o valor da constante A de modo que p(t) tenha energia unitaria.
(b) Esboce o sinal z(t) transmitido.

(c) Determine e esboce o pulso de recepcdo ¢(t) casado ao pulso de transmissdo p(t).
Aplique um atraso em ¢(t) para torna-lo causal.

(d) Determine e esboce o pulso equivalente h(t). Este pulso satisfaz a condicdo para ISI nula?
(e) Esboce o sinal v(t) na saida do filtro de recepcao.

(f) Determine a sequéncia de saida v|n|.
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Exercicio 4

Respostas:
(a) A=+/1/T..
(b) -

(<) q@)::14rect(t_?;%/2).

S

(@im>_u(tiﬂ>.
(e) -

(f) v[n]=10,—1,+1,+1,-3].
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Comunicacao com restricao de banda




Comunicacao com restricao de banda

Exigiremos agora que o sinal PAM xz(t) tenha largura de banda limitada, ou seja B, < W.

u|n] u(t) (t) y(1) v(t) v([n]
— M T, — p(t) git) — __ T, —>

Relembrando nossas hipoteses:
= O pulso de recepcdo ¢(t) estd casado ao pulso de transmissdo p(t).

= O pulso equivalente h(t) = q(t) x p(t) satisfaz a condicdo para ISI nula.
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Critério de Nyquist para ISI nula

O seguinte resultado é bastante util no projeto de pulsos limitados em frequéncia.

Teorema. (H. Nyquist, 1928) A condicdo para ISI nula, dada no dominio do tempo por

I, n=0,

ML) =90 nto

é equivalente, no dominio da frequéncia, a

> H(f—kR)=T,

keZ

onde H(f) = F{h(t)}.

Observacdo: O critério de Nyquist diz respeito ao pulso equivalente e ndo ao pulso de transmissao.
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Demonstracao

Novamente, faremos uso do pente de Dirac. A condicao no dominio do tempo equivale a

h(t) Y 6(t—nT,) = 6(t).

nez

Tomando a transformada de Fourier, obtemos
de onde segue que

como queriamos demonstrar. |
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Interpretacao grafica

A condicdo » ., H(f —kR;) =T, ¢ ilustrada abaixo.

\4
~~

_9R. "R, R. OR.

Ou seja, o somatério de réplicas do espectro do pulso equivalente, centradas em mdltiplos
de R, deve ser uma constante, 1.
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Exercicio 5

Considere o espectro H(f) de um pulso equivalente mostrado abaixo.

H(f)
T,

S

- f (MHz)

—5 5

(a) Para qual taxa de simbolos R, o pulso satisfaz o critério de Nyquist para ISI nula?

(b) Determine a forma de onda h(t) do pulso equivalente e, considerando a resposta da
letra (a), calcule os valores de h(nT)) para n inteiro.
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Exercicio 5

Considere o espectro H(f) de um pulso equivalente mostrado abaixo.

H(f)
T,

S

- f (MHz)

—5 5

(a) Para qual taxa de simbolos R, o pulso satisfaz o critério de Nyquist para ISI nula?

(b) Determine a forma de onda h(t) do pulso equivalente e, considerando a resposta da
letra (a), calcule os valores de h(nT)) para n inteiro.

Respostas:

(a) R, = 5Mbaud. (b) h(t) = sinc?(t/T,), com h(nT.) = &[n].
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Corolario

Para evitar interferéncia intersimbdlica é necessario

Por exemplo, para se transmitir simbolos a taxa de R

W > R, /2.

. = 40kbaud sem interferéncia intersimbdlica é necessario

ocupar pelo menos 20 kHz.

Demonstracdo: D

4

e fato, se W < R, /2, entdo é impossivel ter > H(f —kR) =T

A

v
~~

W R./2 R
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Pulso sinc

O limite W = R_/2 é alcancado com o pulso sinc.

s+ h(t) = sinc(t/T))

+ H(f) = T rect(f/R,)

1/]t]

—R,/2

O problema do pulso sinc é o seu lento decaimento temporal:

, sin(7t) 1
sinc(t) = — N\t\'

R./2

Isso torna o pulso sinc sensivel ao problema de sincronismo de simbolo.

\/
~~
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Simetria vestigial

Assuma que o pulso equivalente h(t) tenha largura de banda
W =R,/2+ A,
onde A € [0, R, /2| é o excesso de banda (em Hz) com relacdo ao minimo tedrico R, /2.

Pelo critério de Nyquist, o espectro do pulso equivalente deve apresentar simetria impar ao
redor do ponto (R,/2,T./2). Isso é chamado de simetria vestigial.

¢ H(f)
T

S

T /2 |

\/
~~

R/2—A RJ2 RJ2+A R
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Fator de rolloff

O excesso de banda com relacdo ao minimo tedrico pode ser expresso em termos relativos:

A
- RJ/2

o)
Essa quantidade é chamada de fator de rolloff. Como A € [0, R, /2], temos « € [0, 1].

Em termos do fator de rolloff, a largura de banda do pulso é dada por

Wz%—I—A:%(l—I—a).

Por exemplo, para uma taxa de simbolos de R, = 40kbaud e um fator de rolloff de & = 0.3, o excesso de banda
é de A = 6kHz e a largura de banda ocupada é de W = 26 kHz.
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Forma geral da simetria vestigial

Para simplificar a notacdo, sejam f; = R,/2— A e f, = R,/2+ A.
T A H(f)

S

T /2

S

R/2—-A R/2 RJ2+A R

Matematicamente, o espectro de um pulso com simetria vestigial é da forma

(

]., f <f17
H(f) =T, @('f':fl), R<IfI<
o hi
07 f2< f

\\

onde ® : [0,1] — R é tal que ®(z) + ®(1 —x) = 1.
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Forma geral da simetria vestigial

Para simplificar a notacdo, sejam f; = R,/2— A e f, = R,/2+ A.

’I'S A H(f)
T./2 |
+ + > f
fl Rs/2 f2 Rs
Matematicamente, o espectro de um pulso com simetria vestigial é da forma
1, fI < fi,
<f>_ s< ) flgfgféa
fo— h

07 f2 < f .

\\

onde ® : [0,1] — R é tal que ®(z) + ®(1 —x) = 1.
42 / 51



Pulso cosseno levantado

A escolha mais popular de espectro de pulso com simetria vestigial é obtida a partir de
®(z) = 3 + 3 cos(mz). O pulso resultante é chamado de pulso cosseno levantado.

t H(f)
T,

S

T /2 |

\/
—

R/2 R

S

Observacdo: Ao contrario dos pulsos retangular e sinc, o nome “cosseno levantado” é devido ao seu formato no
dominio da frequéncia, e ndo no dominio do tempo.
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Expressoes matematicas

No dominio da frequéncia, o pulso cosseno levantado é dado por

1, f < f17
H() =T 5+ peos(nl =), fi<lfi<h
\07 f2 < f7
e, no dominio do tempo, por
h(0) = sine(t/T) 2SN,

onde f;, f, e a sdo definidos como antes.
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Formas de onda e espectros

a = 0 (pulso sinc) a=1/2 a =1 (“full cosine")
r 1 HO r 12D 1 HY)
7,/2 T,/2 \ T./2 \
Rz R R R R R
s+ h(t) + h(t) h(t)
1 1 1
t t t

45 / 51



Exercicio 6

Considere um sinal PAM com largura de banda de W = 75kHz e intervalo de simbolo de
T, = 10 ps. Esboce o espectro de um pulso cosseno levantado que satisfaz tais requisitos.
Qual é o excesso de banda e o fator de rolloff?
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Exercicio 6

Considere um sinal PAM com largura de banda de W = 75kHz e intervalo de simbolo de
T, = 10 ps. Esboce o espectro de um pulso cosseno levantado que satisfaz tais requisitos.
Qual é o excesso de banda e o fator de rolloff?

Resposta: f; =25kHz e f, = 75kHz. A =25kHz e a = 0.5.
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Decaimento rapido

O pulso cosseno levantado resolve o problema do lento decaimento temporal do pulso sinc:

¢ h(t)
1/1t°
/
-1
Temos:

~1/|t ~~
/It Yy
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Como lidar com pulsos de duracao ilimitada

Na pratica, nao é possivel utilizar pulsos com duracao ilimitada. Isso é resolvido com:

= Um truncamento...

A p(t) A p/ (t)
—
¢ -\ /\ . 1
VANV

O exemplo considerou um truncamento de —37 a 37.. Na pratica, o intervalo é maior.
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Como lidar com pulsos de duracao ilimitada

Na pratica, nao é possivel utilizar pulsos com duracao ilimitada. Isso é resolvido com:

= ..em conjunto com um atraso.

t p'(t) t p" (1)

v
~
\ 4
[

/\ /\ /\
_3TSV \V/ 3T, \V) 3T, \V/ 6T,

O clock do receptor ficard atrasado com relacao ao do transmissor. Veremos mais detalhes adiante.
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Pulsos “root-Nyquist”

Quando o pulso de transmiss3o é par, temos p(—t) = p(t).

Ao utilizarmos filtro casado, temos q(t) = p(—t) = p(?).

Portanto, o pulso equivalente sera h(t) = p(t) x q(t) = p(t) * p(t) = q(t) x q(t).
No dominio da frequéncia: H(f) = [P(f)]* = [Q(f)]*.

Conclusao:

Por exemplo, se o pulso equivalente for o pulso cosseno levantado, entdo tanto o pulso de transmissao quanto o
pulso de recepcdo serdo o pulso raiz do cosseno levantado (RRC).
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