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PAM digital



Introducao

A teoria PAM vista até agora permite que u|n| seja qualquer sequéncia real.

No caso do PAM digital considerado aqui, a sequéncia u[n| advém de uma sequéncia de
mensagens (ou indices) m(n] € [0 : M) através de um mapeamento inversivel sesm memdria.

m|r] u(n]
— Mapeamento —

Nomenclatura:
= mn|: sequéncia de mensagens; O conjunto de todos os possiveis simbolos
= u[n]: sequéncia de simbolos. U= {ug,uq, ..., Upr 1}

= M: ordem da modulac¢ao; é chamado de constelacao M-PAM.
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Uma possivel constelacao 5-PAM é
Uy = —3.2, uy = —2.1, u, = 0.7, ug = 1.5, u, = 2.6,

representada pelo diagrama abaixo.

Ug Uq Ug Us Uy
o o ® ® ® >
—3.2 —2.1 —0.7 1.5 2.6

Para comunicar a sequéncia de mensagens
m(n] = [3,4,4,0,...],
transmite-se pelo canal a sequéncia de simbolos

uln| = [1.5,2.6,2.6,—3.2,...],
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Constelacao M-PAM uniforme

No caso mais comum de constelacdo M-PAM os simbolos estao regularmente espacados. O
espacamento entre dois simbolos consecutivos é denotado por A.

Exemplo: Constelacao 5-PAM uniforme de média zero:

U Uq Ug Us Uy
o o @ o o
—2A —A 0 +A +2A

\/

Exemplo: Constelacao 6-PAM uniforme de média zero:

Ug Uy Ug U3 Uy Us
o o o o o o

5 3 1 1 3 5
—2A —§A —§A —|—§A —|—§A +§A

\/
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Média e energia de uma constelacao

iid 4 - 7 ~ 7/
Suponha m[n| ~ p,,. A média de simbolo de uma constelacio U = {ugy, Uy, ..., Uy 1} €

definida por

e sua energia (média) de simbolo é definida por
M—1
E,= ) pm(m)u?,.
m=0
No caso particular de mensagens equiprovaveis,
b _ 2
,uS—MmZ:Oum e ES_M uy .
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Exercicio 1

Determine a média e a energia média de simbolo da constelacao
U=1{-32-21,-0.7,1.5,2.6},

supondo:
(a) Mensagens equiprovaveis.

(b) Mensagens distribuidas de acordo com p,, = [0.10,0.25,0.10, 0.25, 0.30].
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Exercicio 1

Determine a média e a energia média de simbolo da constelacao
U=1{-32-21,-0.7,1.5,2.6},

supondo:

(a) Mensagens equiprovaveis.

(b) Mensagens distribuidas de acordo com p,, = [0.10,0.25,0.10, 0.25, 0.30].

Respostas:

(a) uy, =0.38 ¢ E, = 4.83.
(b) u, =0.24 e E, = 4.766.
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Proposicao

Suponha mensagens independentes e equiprovaveis. Para uma constelacao M-PAM uniforme
de média zero, a energia média de simbolo é dada por

A2
E =

— 2 _
s 12(M 1)’

onde A é o espacamento entre os simbolos.

Demonstracao: Exercicio. |
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Demodulacao




Modelo matematico

Considerando filtragem casada e pulso equwalente satisfazendo a condicao para ISI nula,

obtemos o modelo abaixo, onde w([n]| ~

variancia) do ruido discreto.

— Mapeamento

Normal(() 02) e o2 = N,/2 é a poténcia (e

Demodulacao

Lembrando: Toda a parte de tempo continuo foi abstraida no canal AWGN de tempo discreto.
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Modelo matematico amostra-a-amostra

. iid L .
Se considerarmos m[n| ~ p,, e, lembrando que w[n| também ¢ iid, o sistema pode ser

analisado, sem perda de generalidade, amostra a amostra.

—> Mapeamento Demodulacao —

def

Para simplificar a notacdo: m = m/[n], u = u[n], e assim por diante.
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Demodulacao soft

O problema da demodulacao soft consiste em, dadas:
= a distribuicdo a priori p,,,(m) da mensagem m; e
= a saida v do canal discreto;

determinar

= a distribuicdo a posteriori p,(m | v) da mensagem m dado v.

Observacées:

» Trata-se de um problema de inferéncia Bayesiana.

» A resposta também ird depender da constelacao U e da poténcia do ruido.
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Exercicio 2

Considere um sistema de comunicacao digital empregando 4-PAM uniforme com simbolos

Suponha que a distribuicdo a priori seja
P = [0.1,0.2,0.3,0.4].

Determine a distribuicao a posteriori dado que foi recebido v = 1.5 do canal AWGN discreto.
Assuma (a) 02, = 2.0; (b) 02 = 0.2; (c) o2 = 20.0.
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Exercicio 2

Resposta:
(a)
$ P (M) b Pm(m | v =1.5)
Jdv=1.5
0.40 — 051 4 41
0.20 30 (05 =2.0)
0.10 T 0.00 0-08
? T > M @ * > M
0 1 2 3 0 1 2 3
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Exercicio 2

Resposta:
(b)
t P (M) b pu(m | v=1.5)
0.99
®
Jdv=1.5
0.40 —
010 0-20 Uil (02, =0.2)
T T 0.00 0.00 0.01
? . . > m o @ Q—> M
o 1 2 3 o 1 2 3
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Exercicio 2

Resposta:
(c)
t P (M) b pu(m | v=1.5)
Jdv=1.5
0.40 — 033 042
0.20 930 (02, = 20.0) 0.19
't ] 0y ]
? | - @ * | . m
0 1 2 3 0 1 2 3
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Determinacao da distribuicao a posteriori

Teorema. A distribuicao a posteriori é determinada a partir de

(U B um)2
202,

Pm(m | v=1v) oc exp|— P (12)

Demonstracdo: Pelo teorema de Bayes,

fy(v | m=m)py,(m)

fu(v)

O resultado segue sabendo que (v | m = m) ~ Normal(u,,, o

Pm(m | vV =10) =

2

2,), ou seja

B 2
o i) = \/%GXP [(v 2;;m) ]

e que f,(v) é constante com m. 7
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Demodulacao hard

O problema da demodulacao hard consiste em, dadas:
= a distribuicdo a priori p,,,(m) da mensagem m; e
= a saida v do canal discreto;

determinar

* a mensagem m mais provavel a posteriori.

Observacées:

= Nesse caso, a demodulacdo hard também é chamada de maximo a posteriori (MAP).

» Dada a solucdo do problema de demodulacdo soft, a solucdo do problema de demodulacdo hard é trivial.
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Caso com a priori uniforme

Teorema. Se m é uniforme sobre [0 : M), entdo a mensagem mais provavel a posteriori é

m = argmin [v — u,,|.
m

Em outras palavras, o demodulador seleciona o simbolo que estd mais préximo (no sentido
da distancia euclidiana) da saida do canal.

[
®
®
®

v

Observacoes:

» O demodulador acima é chamado de demodulador de minima distancia euclidiana.
» O demodulador de minima distancia euclidiana n3o faz uso do valor da poténcia do ruido.

= De modo geral (para a priori ndo uniforme), o demodulador de minima distancia euclidiana ndo é MAP.
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Demonstracao

Demonstracdo: Pelo teorema anterior, assumindo m uniforme,

pm(m ’ vV = U) X exp [— (U ;JZWJ ]pm(m) X exp [— (U ;;;m) ]

Assim, maximizar p,,(m | v = v) é equivalente a minimizar |v — u,,]|. 0
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Probabilidade de erro de simbolo




A probabilidade de erro de simbolo de um demodulador hard é definida por

P. = Pr[m # m)].

Além de depender do demodulador, a probabilidade de erro de simbolo depende também da
distribuicao a priori p,,, da constelacao U e da poténcia do ruido.

No que segue, iremos supor distribuicdo a priori uniforme e demodulador de minima distancia
euclidiana (que é MAP, nesse caso). Por simplicidade, iniciaremos com o caso 2-PAM e, em
seguida, abordaremos o caso M-PAM uniforme.
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Probabilidade de erro para constelacao 2-PAM

Teorema. A probabilidade de erro de simbolo do demodulador de minima distancia euclid-
iana, supondo constelacdo dada por U = {u,, u;} € mensagens equiprovaveis é

o)

azQ(

onde A = |u; —uy| é a distancia euclidiana entre os dois simbolos da constelaco, o2 é

a variancia (poténcia) do ruido discreto e Q é a CDF complementar da gaussiana padrao,

dada por
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Demonstracao

Seja A = |u; — uy| o espacamento entre simbolos e A = (uy 4+ uy)/2 o limiar de decisio.

fy(v | m = 0) fu(v | m=1)

\/
c

A/2

Temos (MM#Fm m=0)<=v>A<=w>A/2
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Demonstracao

Seja A = |u; — uy| o espacamento entre simbolos e A = (uy 4+ uy)/2 o limiar de decisio.

fy(v | m = 0) fu(v | m=1)

\/
c

A/2

Temos(MhM#Fm m=1)<=v<l<=w<-A/2
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Demonstracao

Pelo teorema da probabilidade total, e sabendo que as mensagens sao equiprovaveis,

P=Prm#m|=Prim+m | m=0Prm=0]+Prim#*m | m =1|Prim = 1].

Priw>A /2] 1/2 Prlw<—A/2] 1/2

Como w ~ Normal(0, 0%,), temos

Prlw > A/2] = Prlw < —A/2] = Q(A—/Z)y

Ow

de onde segue o resultado. u
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Formula alternativa

Proposicao. A probabilidade de erro de simbolo do demodulador de minima distancia
euclidiana, supondo constelacdo dada por U = {ug,u;} € mensagens equiprovaveis é

E's_:us2

P = Zs M
=0V )

onde p, = (ug+uy)/2 é a média e E, = (u§ +ui)/2 é a energia média de simbolo da
constelac3do, respectivamente, e IV,/2 é a densidade espectral de poténcia do ruido.

23 / 46



Formula alternativa

Proposicao. A probabilidade de erro de simbolo do demodulador de minima distancia
euclidiana, supondo constelacdo dada por U = {ug,u;} € mensagens equiprovaveis é

E's_:us2

P = Zs M
=0V )

onde p, = (ug+uy)/2 é a média e E, = (u§ +ui)/2 é a energia média de simbolo da
constelac3do, respectivamente, e IV,/2 é a densidade espectral de poténcia do ruido.

Demonstracao: Temos que
A% = (u; — U0)2 = 2(ug +uf) — (yo + uy)® = AE, — 4pg = A(E, — p3),

de modo que A/2 = \/E, — p2. O resultado segue lembrando que o, = /N, /2. 0
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Dois caso particulares importantes

Sinalizacao polar Sinalizacao unipolar

U = {_\/Esfl'\/is} U= {07 \/TEs}

ug =—vE;  up=+E ug =0 uy =4/2F,
® | ® >
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Exercicio 3

(a) Determine a probabilidade de erro de bit de um sistema de comunicacdo que transmite
bits equiprovaveis a taxa de 10 kbit /s utilizando sinalizacdo polar e pulso retangular NRZ

com tensoes +2 V.

(b) Um sistema de comunicacdo transmite bits equiprovaveis utilizando sinalizacdo unipolar
e pulso retangular RZ com tensdes 0 e 10 V. Determine a maxima taxa de bits possivel
de modo que se tenha uma probabilidade de erro de bit de no maximo 1%.

Considere N, = 200 - 107°V? /Hz.
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Exercicio 3

(a) Determine a probabilidade de erro de bit de um sistema de comunicacdo que transmite
bits equiprovaveis a taxa de 10 kbit /s utilizando sinalizacdo polar e pulso retangular NRZ
com tensdes +2V.

(b) Um sistema de comunicacdo transmite bits equiprovaveis utilizando sinalizacdo unipolar
e pulso retangular RZ com tensdes 0 e 10 V. Determine a maxima taxa de bits possivel
de modo que se tenha uma probabilidade de erro de bit de no maximo 1%.

Considere N, = 200 - 107°V? /Hz.

Respostas:

(a) U ={—0.02,40.02} e B = 2.28%.
(b) 2 = {0,0.0465} e R, = 23.1kbit/s.
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Probabilidade de erro para constelacao M-PAM uniforme

Teorema. A probabilidade de erro de simbolo do demodulador de minima distancia euclid-
iana, supondo mensagens equiprovaveis e constelacao M-PAM uniforme, é

P 2(MM— 1) Q(Aa_/Z)7

W

onde A é o espacamento entre os simbolos.

Observacio: Alternativamente,

_2(M 1) 6(E, — ps)
5= Q(\/(M2 — 1)NO)’

onde u, é a média e E, € a energia média de simbolo da constelacao, respectivamente.
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Demonstracao

Seja A o espacamento entre os simbolos.

\/
c

A/2

Para o simbolo mais a esquerda: (m # m | m =0) <= w > A/2.
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Demonstracao

Seja A o espacamento entre os simbolos.

\/
c

A2 A2

Para os simbolos centrais: (ih #m | m=m) <= w < —-A/2Vw>A/2
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Demonstracao

Seja A o espacamento entre os simbolos.

\/
c

AJ2

Para o simbolo mais a direita: M #+#m [ m=M — 1) <= w < —A/2.
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Demonstracao

Temos:

(WZA/Q, para m = 0,
Mm+m | m=m)<=w<-A2Vw>A/2, param=1,... M — 2,

\wg—A/2, para m = M — 1;

Prlw > A/2] = Prjw < —A/2] = Q(A—/2>

wW

Assim, pelo teorema da probabilidade total,

P = Prfi # m] = Q(-) - +2Q(-)

de onde segue o resultado. u
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Exercicio 4

Determine a probabilidade de erro de simbolo de um sistema de comunicacao que transmite
simbolos equiprovaveis a taxa de 250 kbaud utilizando PAM digital com pulso retangular
NRZ de tensées +0.5, +1.5, +2.5 + 3.5 V. Considere N, = 800 - 10~° V2 /Hz.

Resposta:

U = {£0.001,+0.003, £0.005, £0.007} e P. = 9.96%.
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Transmissao de bits com M-PAM




Rotulagens

Na pratica, deseja-se comunicar bits, mesmo no caso M > 2.

Quando a ordem da modulacdo é uma poténcia de dois, ou seja,
M = 2%
cada mensagem m € [0 : M) é associada a k = log, M bits

[b07 T bk—l]

através de um esquema de rotulagem.
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Rotulagem natural

Na rotulagem natural, cada mensagem m € [0 : M) é representada pela sua expansdo
binaria posicional tradicional.

[b07 bl? b2]
000
001
010
011
100
101
110
111

N o U W~ OB
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Rotulagem espelhada (mapeamento Gray)

A rotulagem espelhada pode ser construida recursivamente.

m  [by, by, by
0 000
m by, by] 1 001
m by 0 00 2 011
0 0 1 01 3 010
""" 11 21 4 110
3 10 s} 111
6 101
7 100

Propriedade: Simbolos vizinhos possuem rétulos binarios que diferem de apenas um bit.
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Comparacao entre as rotulagens

Rotulagem natural

Uy Uy Ug Us Uy Ug Ug U
® ® ® ® ® ® ® o >
000 001 010 011 100 101 110 111

Rotulagem espelhada (Gray)

Uy Uy Ug Us Uy Ug Ug U
® ® ® ® ® ® ® o >
000 001 011 010 110 111 101 100
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Relacao entre grandezas de bits e grandezas de simbolos

= O intervalo de bit e a intervalo de simbolo se relacionam por
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Demodulacao soft

No caso de demodulacao soft, o modelo do sistema fica como abaixo.

b b
03+ Dp_q R m u
otulagem .
> : g »  Modulacao
inversa ’
W
pbo‘V""’pbk—ﬂV pm‘V \Y%
- Marginalizacoes «=— Demodulacao
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Exercicio 5

Considere um sistema de comunicacao digital que transmite bits equiprovaveis empregando
rotulagem espelhada (mapeamento Gray) e 4-PAM uniforme com simbolos

Determine a distribuicao a posteriori de cada bit, dado que foi recebido v = 1.5 do canal
AWGN discreto. Assuma o2, = 2.0.
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Exercicio 5

Considere um sistema de comunicacao digital que transmite bits equiprovaveis empregando
rotulagem espelhada (mapeamento Gray) e 4-PAM uniforme com simbolos

Determine a distribuicao a posteriori de cada bit, dado que foi recebido v = 1.5 do canal
AWGN discreto. Assuma o2, = 2.0.

Resposta:

p(m | v=1.5)=1[0:0.0037, 1:0.1215, 2:0.5445, 3:0.3303].
Pp, (b | v=1.5) =[0:0.1252, 1:0.8748].
Pp, (b | v=1.5)=[0:0.3340, 1:0.6660].
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Demodulacao hard

No caso de demodulacao hard, o modelo do sistema fica como abaixo.

m u
Rotulagem .
>~ Lulag »  Modulacao
inversa ’
W
by, ..., br_4 m \
- Rotulagem  [«—— Demodulacao
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Probabilidade de erro de bit

A probabilidade de erro de bit é definida por
1=l
R, = E;Pr[bi # b;]

e depende da rotulagem utilizada. No entanto, independentemente da rotulagem, temos

P
Z<R<E.
O limite inferior é aproximadamente alcancado no caso de mapeamento Gray e alta SNR:

£
k

JEL (Gray, alta SNR).
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Exercicio 6

Determine as probabilidades de erro de simbolo e de bit de um sistema de comunicacao
que transmite bits equiprovaveis a taxa de 200kbit/s utilizando modulacao 4-PAM com
pulso retangular RZ de amplitudes +1 e +£3V e rotulagem espelhada (mapeamento Gray).
Considere N, = 107> V2 /Hz.
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Exercicio 6

Determine as probabilidades de erro de simbolo e de bit de um sistema de comunicacao
que transmite bits equiprovaveis a taxa de 200kbit/s utilizando modulacao 4-PAM com
pulso retangular RZ de amplitudes +1 e +£3V e rotulagem espelhada (mapeamento Gray).
Considere N, = 107> V2 /Hz.

Resposta: P, = 0.238 e B, = 0.119.
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Cadigos de linha




Codigos de linha

“Em telecomunicacées, um cédigo de linha é um padrao de tensao, corrente ou fotons usado

para representar dados digitais transmitidos por um canal de comunicacdo ou gravados num
meio de armazenamento.”

Existem iniimeras possibilidades e padroes de cédigos de linha. A nomenclatura também é
bastante variada. Para mais detalhes ver o artigo da Wikipedia sobre cédigos de linha.
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https://en.wikipedia.org/wiki/Line_code

Exercicio 7

Para cada cédigo de linha indicado abaixo, esboce a forma de onda relativa a sequéncia de
bits 100101, assumindo amplitude de tensdo de B =5V e taxa de bits de R, = 200 bit/s.

(a) Polar NRZ.
(b) Polar RZ.

(c) Unipolar NRZ.
(d) Unipolar RZ.
(e) AMI NRZ.

(f) AMI RZ.

(g) Manchester.
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Propriedades desejaveis de um cddigo de linha

» Caracteristicas espectrais.
» Largura de banda menor possivel.

..fixada a taxa de bits.

» Densidade espectral de poténcia favoravel.

Exemplo: nulo no DC (canal ou dispositivos intermediarios podem eliminar componentes continuos).

» Desempenho na presenca de ruido.
» Taxa de erro de bits menor possivel.

..fixadas a taxa de bits e a largura de banda.

» Facilidade de implementacao.
» Possibilidade de recuperacao do clock a partir do préprio sinal.
» Independéncia da informacao.

Exemplo: sequéncia longa de 0s ou de 1s.
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