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Vetores aleatorios




Definicao

Sejam Xj,X>, ..., X, definidas no mesmo experimento probabilistico.

Entao, diz-se que

X = - [xaox - Xn]T

é um vetor aleatério (VA).
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Definicao

Sejam Xj,X>, ..., X, definidas no mesmo experimento probabilistico.

Entao, diz-se que
- T
X = = [X1 WKy e Xn]

é um vetor aleatério (VA).

PMFdeX:  ps(X) =Px;Xs,.Xn (X1,X2,...,%n)  (caso discreto)

PDFdeX:  f5(X) =fx, xsXn (X1,X2, .-, Xn) (caso geral)
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Vetor média e matriz covariancia

SejaX = [X; Xz -+ Xn]T um VA,

0 vetor média de X é definido por
Hy = E[X]
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Vetor média e matriz covariancia

SejaX = [X; Xz -+ Xn]T um VA,

0 vetor média de X é definido por
Hy = E[X]

A matriz covariancia de X é definida por
Cx =E[(X-fig)(X-1ix)"]
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Vetor média e matriz covariancia

SejaX = [X; Xz -+ Xn]T um VA,

0 vetor média de X é definido por
Hy = E[X]
A matriz covariancia de X é definida por
Cy =E[(X-fig)(X-Hg)"]

Obs.: O valor esperado de um vetor aleatério (ou de
uma matriz aleatéria) é definido tomando-se o valor es-
perado elemento-a-elemento.
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Vetor média e matriz covariancia

De maneira explicita:

m Vetor média:
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Vetor média e matriz covariancia

De maneira explicita:

m Vetor média:

m Matriz covariancia:

var[ X1 ] cov[X1,X2] - cov[Xy,Xn]
cov[X2, X1] var[ X3 ] o cov[ X2, Xn ]

cov[Xn,X1] cov[Xn,Xz2] -+ var[Xn]
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Vetor média e matriz covariancia

Demonstragao: (Paran =2, por simplicidade.)

Cx
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Vetor média e matriz covariancia

Demonstragao: (Paran =2, por simplicidade.)

Cx = E[(X-fig)(X-Fg)"]
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Vetor média e matriz covariancia

Demonstragao: (Paran =2, por simplicidade.)

Cx = E[(X-fig)(X-Fg)"]

G DEHED ]

Vetores aleatérios — Vetores aleatdrios



Vetor média e matriz covariancia

Demonstragao: (Paran =2, por simplicidade.)

Cx = E[(X-fig)(X-Fg)"]

G DEHED ]

X1 - pux
- [[Xz - uxl] [Xl B HXZ]]
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Vetor média e matriz covariancia

Demonstragao: (Paran =2, por simplicidade.)

Cx = E[(X-fig)(X-Fg)"]

DD

X1 = ux;,
-E X1 - X2 -
| X2 - 1x, [ i XZ]

(X1 = 1x )X = 1xy) (X1 = bxy ) (X2 = kix, )
»_(Xz—uxz)()ﬁ _HX1) (XZ_HXz)(XZ_qu)
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Vetor média e matriz covariancia

Demonstragao: (Paran =2, por simplicidade.)

Cx = E[_o?— i) (X = Tig) "]
AEHEDE D

"X1 — KX,
=E Xi-u Xa-p
--XZ_LLXZ [ x XZ]

=E

[0 - x )X —1x,) (X = x ) (X2 = bix,)
»_(Xz—uxz)()ﬁ _HX1) (XZ_HXz)(XZ_qu)

_ E[(X] _IJ'X'I)(X] _P'X1):| E[(X1 _P'X1)(X2_|»LX2)]
E[(Xz2 = x, ) (X0 —uxy )] BEL(X2 = px, ) (X2 = px, )]
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Vetor média e matriz covariancia

Demonstragao: (Paran =2, por simplicidade.)

Cx = E[_o?— i) (X = Tig) "]
AEHEDE D

"X1 — KX,
=E Xi-u Xa-p
--XZ_LLXZ [ x XZ]

=E

[0 - x )X —1x,) (X = x ) (X2 = bix,)
»_(Xz—uxz)()ﬁ _HX1) (XZ_HXz)(XZ_qu)

_ E[(X] _IJ'X'I)(X] _P'X1):| E[(X1 _P'X1)(X2_|»LX2)]
E[(Xz2 = x, ) (X0 —uxy )] BEL(X2 = px, ) (X2 = px, )]

_ COV[X],X1] COV[X],Xz]
N cov[X2,X1] cov[X2,Xz]
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Vetor média e matriz covariancia

Demonstragao: (Paran =2, por simplicidade.)

Cx = E[_o?— i) (X = Tig) "]
AEHEDE D

"X1 — KX,
=E Xi-u Xa-p
--XZ_LLXZ [ x XZ]

| [0 0 —mx ) 06—k (e - x, )
»_(Xz—uxz)()ﬁ _HX1) (XZ_HXz)(XZ_qu)

_ E[(X] _IJ'X'I)(X] _P'X1):| E[(X1 _P'X1)(X2_|»LX2)]
E[(Xz2 = x, ) (X0 —uxy )] BEL(X2 = px, ) (X2 = px, )]

:[cov[x1,x1] COV[X1,X2]] :[ var[X1] cov[xhxz]}
cov[X2,X1] cov[X2,Xz] cov[X2, X1] var[Xz ]
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Exemplo: “relays”

Um pacote é transmitido do né 0 ao nd 3 através dos nés relays 1 e 2:

@ enlace 1 @ enlace 2 @ enlace 3 -

Parai=1,2,3,sejaB; ~ Bernoulli(%) o indicador de que o enlace i esta
operacional, com B¢, B,, B3 independentes entre si, e seja X; o indicador
de que o pacote alcanga o né i:

X7 =By, X2 =B1B;, X3 =B1B;B3.
Definaos VAs B = [B; B, B3]TeX=[X; X; X3] .

B Determine a PMF, o vetor média e a matriz covariancia de B.
@ Determine a PMF, o vetor média e a matriz covariancia de X.
Seja S 0 n6 mais distante alcangado. Determine E[S] e var[S].
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Exemplo: “relays”

Solugao: Relembrando a Bernoulli:

X ~ Bernoulli(p)
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Exemplo: “relays”

Solugao: Relembrando a Bernoulli:

X ~ Bernoulli(p)

E[X]=(0)(-p)+(Mp=p
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Exemplo: “relays”

Solugao: Relembrando a Bernoulli:

X ~ Bernoulli(p)

px(x)
EX]=0)(1-p)+(Mp=p
‘p _____
E[X?]=(0)*(1-p)+()*p=p
1—-p
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Exemplo: “relays”

Solugao: Relembrando a Bernoulli:

X ~ Bernoulli(p)

px(x)
EX]=0)(1-p)+(Mp=p
‘p _____
E[X?]=(0)*(1-p)+()*p=p
1—-p

var[X] = E[X*] - E[X]* =p-p* = p(1 -p)
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Exemplo: “relays”

B;,B,,B3 sdao exemplo do que chamamos de VAs i.i.d.:

i. mutuamente independentes

i.d. identicamente distribuidas: todas com a
mesma distribuicao

B Determine a PMF, o vetor média e a matriz covariancia de B.
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Exemplo: “relays”

B;,B,,B3 sdao exemplo do que chamamos de VAs i.i.d.:

i. mutuamente independentes

i.d. identicamente distribuidas: todas com a
mesma distribuicao

B Determine a PMF, o vetor média e a matriz covariancia de B.

Pr

o]
o

N
o]
w

—_—_ —_ a0 00O
—_— 0 - =00
— O =0 =0 =0
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Exemplo: “relays”

B;,B,,B3 sdao exemplo do que chamamos de VAs i.i.d.:

i. mutuamente independentes

i.d. identicamente distribuidas: todas com a
mesma distribuicao

B Determine a PMF, o vetor média e a matriz covariancia de B.

B; B, B Pr
0 0 0 1/8
o o0 1 1/8
o 1 0 1/8
o 1 1 1/8
1T 0 0 1/8
1T 0 1 1/8
T 1 0 1/8
o1 1/8
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Exemplo: “relays”

B;,B,,B3 sdao exemplo do que chamamos de VAs i.i.d.:

i. mutuamente independentes

i.d. identicamente distribuidas: todas com a
mesma distribuicao

B Determine a PMF, o vetor média e a matriz covariancia de B.

By B, Bs Pr ° Ps(®)
[0 o 0]T 1/8
o o 9 s ot s
o 1 o 1/8 [010]" 1/8
o 1 1 1/8 [011]" 1/8
Py pear
[101]T 1/8
11 o 1/8
T 1;8 [110]" 1/8
111t 1/8
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Exemplo: “relays”

B Determine a PMF, o vetor média e a matriz covariancia de B.

Vetores aleatérios — Vetores aleatérios



Exemplo: “relays”

B Determine a PMF, o vetor média e a matriz covariancia de B.

Vetor média:
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Exemplo: “relays”

B Determine a PMF, o vetor média e a matriz covariancia de B.

Vetor média:
E[B4] 3
g = |E[B2]| = |3
E[Bs] 3
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Exemplo: “relays”

B Determine a PMF, o vetor média e a matriz covariancia de B.

Vetor média:
E[B4] 3
g = |E[B2]| = |3
E[Bs] 3

Matriz covariancia:

var[B1]  cov[Bi,B2] cov[By,B3]
Cz = [cov[B2,B1]  wvar[B2]  cov[B2,B3]
COV[Bg,B1] COV[Bg,Bz] V&I“[B3]
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Exemplo: “relays”

B Determine a PMF, o vetor média e a matriz covariancia de B.

Vetor média:
E[B4] 3
g = |E[B2]| = |3
E[Bs] 3

Matriz covariancia:

var[B1]  cov[B1,B2] cov[By,B3] T 00
Cg = [cov[B2,B1]  wvar[B2]  cov[B2,B3]| =0 % 0
cov[B3,B1] cov[B3,By]  var[B3] 00 7
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Exemplo: “relays”

@ Determine a PMF, o vetor média e a matriz covariancia de X.
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Exemplo: “relays”

@ Determine a PMF, o vetor média e a matriz covariancia de X.

X7 = By
X, = B1B;
X3 = B1B,B3
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Exemplo: “relays”

@ Determine a PMF, o vetor média e a matriz covariancia de X.

X1 =B,
X2 =B1B;
X3 =B1B2B3
B; Bz B3 X1 X2 X3 Pr
0 0 0
0 0 1
0 1 0
0 1 1
1 0 0
1 0 1
1 1 0
1 1 1
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Exemplo: “relays”

@ Determine a PMF, o vetor média e a matriz covariancia de X.

X1 =B,
X2 =B1B;
X3 =B1B2B3
B; Bz B3 X1 X2 X3 Pr
0 0 0 0
0 0 1 0
0 1 0 0
0 1 1 0
1 0 0 1
1 0 1 1
1 1 0 1
1 1 1 1
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Exemplo: “relays”

@ Determine a PMF, o vetor média e a matriz covariancia de X.

X7 = By
X, = B1B;
X3 = B1B,B3

w
w
N
w
w
=
X
N

X3 Pr

—_——_— -0 00O
_—_ O O = -0
—- O - O = OO =0
—_— —_m O OC O
—_ — O O OO O OO
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Exemplo: “relays”

@ Determine a PMF, o vetor média e a matriz covariancia de X.

X1 =B,
X2 =B1B;
X3 =B1B2B3
B; Bz B3 X1 X2 X3 Pr
0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 1 1 0 0 0
1 0 0 1 0 0
1 0 1 1 0 0
1 1 0 1 1 0
1 1 1 1 1 1
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Exemplo: “relays”

@ Determine a PMF, o vetor média e a matriz covariancia de X.

X7 = By
X, = B1B;
X3 = B1B,B3

2%
=
N

X3 Pr

0 1/8
1/8
1/8
1/8
1/8
1/8
1/8
1/8

o~}
==
N

———aw—aocococo
——mocOo=-m—-oco
—oco—-o—-oc—=o|lW
———aw—-ocococo
——-ocococococo
—ococoococoo
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Exemplo: “relays”

@ Determine a PMF, o vetor média e a matriz covariancia de X.

X1 =B4

X2 =B1B,

X3 =B1B,B3
B; Bz B3 X1 X2 X3 Pr
0 0 o0 0 o0 © 1/8 e px (%)
0 0 1 0O o0 © 1/8 .
o 1 o0 0 0 o0 1/8 [0 0 0] 1/2
o 1 1 o 0 o0 18 [100]" 1/4
1 0 0 1 0 0 1/8 [110]" 1/8
1 0o 1 1 0 0 1/8 T
11 0 I TS S UL /8
1 1 1 1 1 1 1/8
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Exemplo: “relays”

@ Determine a PMF, o vetor média e a matriz covariancia de X.

X px (%)
[0 0 0]T 12 E[X1]
[100]T 1/4 iy = |E[X2]
[110]7 1/8 E[X3]
111" 1/8
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Exemplo: “relays”

@ Determine a PMF, o vetor média e a matriz covariancia de X.

X pPx (%)
[0 0 0]T 1/2 E[Xq]
[100]T 1/4 iy = |E[X2]
[110]F 1/8 E[X3]
111" 1/8

EXi]=(0)z+(Mz+(Mg+(Ng=73
E[X2]=(0)3+(0)z+(Mz+(M3=3
_1

8

E[X3]=(0)3 +(0)3 + (0)3 + (1)1 =
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Exemplo: “relays”

@ Determine a PMF, o vetor média e a matriz covariancia de X.

X P ()
©ooT 1,2 EXdl |z
fooT 1 fix - |EDG | - |3
[110]" 1/8 E[X3] 3
(111" 1/8

EXi]=(0)z+(Mz+(Mg+(Ng=73
E[X2]=(0)3+(0)z+(Mz+(M3=3
_1

8

E[X3]=(0)3 +(0)3 + (0)3 + (1)1 =
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Exemplo: “relays”

@ Determine a PMF, o vetor média e a matriz covariancia de X.

X px (%)
©ooT 1,2 EXdl |z
oo™ 14 g = [EX2]| = |4
[110]T 1/8 E[X3] E
111" 18

E[Xi]=(0)* 3+ ()7 +(1)?g+(1)?
E[X3]=(0)* 3+ (0)* 7+ (1)?g+(1)?
E[X3]=(0)*3+(0)%7 + (0)*g + (1)

S
I
o= A= N[
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Exemplo: “relays”

@ Determine a PMF, o vetor média e a matriz covariancia de X.

X px (%)
©ooT 1,2 EXdl |z
[100]" 1/4 g = [EX2]| = |4
[110]" 1/8 E[X3] 3
111" 1/8

|
—

var[Xz] = E[X3] - E[X2]?

I
o= K= N[=
|
—
o= Bl= NI=
N—

N

Il
o = FNE
-bl\‘ ml‘“

var[Xs] = E[X3] - E[X; ] =

|
—
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Exemplo: “relays”

@ Determine a PMF, o vetor média e a matriz covariancia de X.

)
©ooT 1,2 EXdl |z
[100]" 1/4 ig = |[EX2]| = |4
[110]" 1/8 E[X;] 3
111" 1/8
E[X1X2] = (0)(0)3 + (1)(0) 5+ (M (Mg +(M)(Ng =7+
E[XiX3] = (0)(0)} + (D) + (O % + (N1} = 1
E[X2X3] = (0)(0)1 + (0)(0)] + (1N(©)% + (N(1)} = §
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Exemplo: “relays”

@ Determine a PMF, o vetor média e a matriz covariancia de X.

X px (%)

©ooT 1,2 EXdl |z
[100]" 1/4 iy = |EX2]| = |4
[110]T 1/8 E[X3] 3
111" 1/8

cov[X1,X2] =B[X1X2] - E[X1]E[X2] = 7 - (3) (7) = 5

cov[X1,X3] = EQXi X3] - E[Xi]E[X3] = § - (3) (3) = 1¢

cov[X2,X3] = E[X2X3] - E[X2]E[X3] = 5 - (3) (3) = %
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Exemplo: “relays”

@ Determine a PMF, o vetor média e a matriz covariancia de X.

X px (%)
©ooT 1,2 EXdl |z
oo™ 14 g = [EX2]| = |4
[110]T 1/8 E[X3] E
111" 18

var[X7]  cov[Xy,X2] cov[X7,X3]
Cx = |cov[Xz,Xy]  wvar[Xz]  cov[Xp,X3]| =
cov[X3,X1] cov[X3,X2] = var[X3]

|—= ool— &=
Kl o ool
R~ e Z~

=
o)
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Exemplo: “relays”

Seja S 0 n6 mais distante alcangado. Determine E[S] e var[S].
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Exemplo: “relays”

Seja S 0 n6 mais distante alcangado. Determine E[S] e var[S].

Observagao chave: S = X5 + X5 + X3.
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Exemplo: “relays”

Seja S 0 n6 mais distante alcangado. Determine E[S] e var[S].
Observagao chave: S = X5 + X5 + X3.

Média:

e
—
wn
—
Il

E[X7 + X2 + X3]
E[X;]+E[X2] + E[X3]
soma dos elementos de fiy
7/8=0.875
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Exemplo: “relays”

Seja S 0 n6 mais distante alcangado. Determine E[S] e var[S].
Observagao chave: S = X5 + X5 + X3.
Variancia:

var[S] = var[X; + X2 + X3]
= var[Xj] + var[X2] + var[X3] +
2cov[Xq,X2] +2cov[Xq,X3] +2cov[ X2, X3]
= soma dos elementos de Cy,
= 71/64 =1.109375
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Exemplo: “order statistics”

Sejam Uy, ..., U, ~ Uniform(0, 1) VAs independentes entre si. Sejam
X1,..., X5 asvariaveis Uy, ..., U, ordenadas em ordem crescente.

Pode-se mostrar que PDF conjunta de X, ..., X, € dada por

c, 0<xy<-<xpn <1,
0, c.c,

fX1,...,Xn (X1 A 7XT\.) = {

em que ¢ > 0 é uma constante. Considere n = 3 e seja X = [X; X> X3]™.

B Determine o valor da constante c.

B Determine as PDFs marginais.
Determine o vetor média de X.

F1 Determine a matriz covariancia de X.
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Exemplo: “order statistics”

Solugao: Para simplificar a notagao, defina X = X;,Y =X, e Z = X3.
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Exemplo: “order statistics”

Solugao: Para simplificar a notagao, defina X = X;,Y =X, e Z = X3.

Nesse caso, tem-se

c, 0<x<y<z<l,
fx,v,z(x,y,2) { h

0, c.c.

c[0<x<y<z<I].
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Exemplo: “order statistics”

fxvz(x,y,z) =c[0<x<y<z<1]

B Determine o valor da constante c.
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Exemplo: “order statistics”

fxvz(x,y,z) =c[0<x<y<z<1]

B Determine o valor da constante c.

foofwfoofxyz(xy z) dx dy dz

1
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Exemplo: “order statistics”

fx’yz(x,y,l) ZG[OSXSQ <z< ]]

B Determine as PDFs marginais.
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Exemplo: “order statistics”

fx’yz(x,y,l) ZG[OSXSQ <z< ]]

B Determine as PDFs marginais. [Wolfram Alpha] [Alt]

Para0<x<1:

fx(x)

[ [ fx,v,z(x,Y,z) dy dz

1 2
f f 6 dy dz
X X

3(1-x)?
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https://www.wolframalpha.com/input?i2d=true&i=Integrate%5B6%2C%7By%2Cx%2Cz%7D%2C%7Bz%2Cx%2C1%7D%5D
https://www.wolframalpha.com/input?i2d=true&i=Integrate%5B6Boole%5C(91)0%E2%89%A4x%E2%89%A4y%E2%89%A4z%E2%89%A41%5C(93)%2C%7By%2C-%E2%88%9E%2C%E2%88%9E%7D%2C%7Bz%2C-%E2%88%9E%2C%E2%88%9E%7D%5D

Exemplo: “order statistics”

fx’yz(x,y,l) ZG[OSXSQ <z< ]]

B Determine as PDFs marginais. [Wolfram Alpha] [Alt]

Para0<y<1:

fy(y) [oo [oo fX,Y,Z(XayaZ) dx dz

T ry
f f 6 dho il
y 0

6y(1-y)
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https://www.wolframalpha.com/input?i2d=true&i=Integrate%5B6%2C%7Bx%2C0%2Cy%7D%2C%7Bz%2Cy%2C1%7D%5D
https://www.wolframalpha.com/input?i2d=true&i=Integrate%5B6Boole%5C(91)0%E2%89%A4x%E2%89%A4y%E2%89%A4z%E2%89%A41%5C(93)%2C%7Bx%2C-%E2%88%9E%2C%E2%88%9E%7D%2C%7Bz%2C-%E2%88%9E%2C%E2%88%9E%7D%5D

Exemplo: “order statistics”

fx’yz(x,y,l) ZG[OSXSQ <z< ]]

B Determine as PDFs marginais. [Wolfram Alpha] [Alt]

Para0<z<1:

fz(z)

Lx, [oo fxv,z(x,y,z) dx dy

“ [Yeaxd
o Jy exay
322
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https://www.wolframalpha.com/input?i2d=true&i=Integrate%5B6Boole%5C(91)0%E2%89%A4x%E2%89%A4y%E2%89%A4z%E2%89%A41%5C(93)%2C%7Bx%2C-%E2%88%9E%2C%E2%88%9E%7D%2C%7By%2C-%E2%88%9E%2C%E2%88%9E%7D%5D

Exemplo: “order statistics”

6[0<x<y<z<T]
—~

[oo [oo [oo g(x,y,z) ijy7z(x,y,z) dx dy dz

6 [/ dx dy d
fofofog(x,y,Z)xyz

Determine o vetor média de X.  [Wolfram Alpha]

E[g(X,Y,2)]
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Exemplo: “order statistics”

z< 1

[ f f Q(XUZ)fX\_/z_( _ z) dx dy dz

eff/ 7)) b dy
o Jo OQ(XUZ)XUZ

Determine o vetor média de X.  [Wolfram Alpha]

1 z y
6fffxdxdydz
o Jo Jo
By] = 6 [ [*[Pydxdyd
[Y] = fofofoyxyz
1 z y
6[ffzdxdydz
o Jo Jo

E[g(X,Y,2)]

=
S
[

=
Ui
I

AlWARINBR=
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Exemplo: “order statistics”

z< 1

[ f f Q(XUZ)fX\_/z_( _ z) dx dy dz

eff/ 7)) b dy
o Jo OQ(XUZ)XUZ

Determine o vetor média de X.  [Wolfram Alpha]

E[g(X,Y,2)]

Portanto,

w N =
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Exemplo: “order statistics”

6[0<x<y<z<T]
—~

[ [ [ 9(x,y,2z) fx,v,z(x,y,z) dx dy dz

6 [/ dx dy d
fofofog(x,y,Z)xyz

Fl Determine a matriz covariancia de X.

E[g(X,Y,2)]
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Exemplo: “order statistics”

z< 1

[ f f Q(XUZ)fX\_/z_( _ z) dx dy dz
Gfo [ [T o0cy,2) dx ay az

Fl Determine a matriz covariancia de X.

1 rz ry
Ex2=6/ff2ddd
[X] s Jo J, ¥ dxdydz

1 rz ry
BCL = 6 fy Sy v
[Y°] 6000ydxdydz

1zy2
6fffzdxdydz
o Jo Jo

E[g(X,Y,2)]

oSl | =

=
N

\_‘,\)
I

—_
o
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Exemplo: “order statistics”

z< 1

[ f f Q(XUZ)fX\_/z_( _ z) dx dy dz
Gfo [ [T o0cy,2) dx ay az

Fl Determine a matriz covariancia de X.

6 [ [F [ xydxdyd =
'[ofofoxyxyz 20
—6[1fzfyddd 4
B o Jo Jo FXHE 20
—6/1fzfyddd £
B o Jo Jo YFXEr 20

E[g(X,Y,2)]
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Exemplo: “order statistics”

z< 1

[ f f Q(XUZ)fX\_/z_( _ z) dx dy dz

eff/ 7)) b dy
s /o OQ(XUZ)XUZ

Fl Determine a matriz covariancia de X.

E[g(X,Y,2)]

Portanto,

1]
- N W
[ NS IS |
w N =
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Transformacao linear afim

Relembrando da algebra linear...

Uma transformacao linear leva:

m um vetor de entrada X, de dimensdon x 1,
m em um vetor de saida Y, de dimensdo m x 1,
e corresponde a uma multiplicagao matricial.

Ou seja:
Y = AX,

onde A é uma matriz m x n.
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Transformacao linear afim

Um pequeno relaxamento. ..

Uma transformagao linear afim leva:
m um vetor de entrada X, de dimensdon x 1,
m em um vetor de saida Y, de dimensdo m x 1,

e corresponde a uma multiplicagao matricial seguida de uma translagao.

Ou seja: - L
Y=AX+b,

onde A é uma matrizm xn e b é um vetor m x 1.

Vetores aleatérios — Transformacdes lineares afins



Introducgéo

Relembrando. .. (caso unidimensional)

Seja X uma VA e sejaY = aX +b. Entdo:

w
o

<N <
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Introducgéo

Relembrando. .. (caso unidimensional)

Seja X uma VA e sejaY = aX +b. Entdo:

My =apx +b

) =
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Introducgéo

Relembrando. .. (caso unidimensional)

Seja X uma VA e sejaY = aX +b. Entdo:

My =apx +b
0% = a’ox
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Introducgéo

Relembrando. .. (caso unidimensional)

Seja X uma VA e sejaY = aX +b. Entdo:

My =apx +b

oy = a’o%

Seja X um VA e seja Y = AX + b. Entdo:
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Introducgéo

Relembrando. .. (caso unidimensional)

Seja X uma VA e sejaY = aX +b. Entdo:

My =apx +b

oy = a’o%

Seja X um VA e seja Y = AX + b. Entdo:
}1? = Aﬁf( a4 E

Cy =
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Introducgéo

Relembrando. .. (caso unidimensional)

Seja X uma VA e sejaY = aX +b. Entdo:

My =apx +b

oy = a’o%

Seja X um VA e seja Y = AX + b. Entdo:

}1? = Aﬁf( a4 E
T
Cy = ACgA
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Introducgéo

Demonstragao:

iy =E[Y] =E[AX+b]=AE[X]+b=Ajig +b
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Introducgéo

Demonstragao:

iy =E[Y] =E[AX+b]=AE[X]+b=Ajig +b

Cy =E[(Y-iy)(Y-iiy)"]

- E[(AX+B - Afig - B)(AX + B - Afig, - B)"]
= E[(AX - Afig)(AX - Afig)"]

= E[(A(X - ig))(A(X - fig)"]

= B[AX - fig)(X - Bg) TAT]

= AB[(X - fig) (X -fig) TIAT

=AC;AT. O
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Exemplo

Sejam U e V duas VAs, ambas de média -1 e variancia 2, com coeficiente
de Pearson py v = 1/2. Sejam

X=U+2V-3,
Y=V-U.

Calcule as médias de X e de Y, as variancias de X e de Y, e o coeficiente
de Pearson entre X e Y.
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Exemplo

Sejam U e V duas VAs, ambas de média -1 e variancia 2, com coeficiente
de Pearson py v = 1/2. Sejam

X=U+2V-3,
Y=V-U.

Calcule as médias de X e de Y, as variancias de X e de Y, e o coeficiente
de Pearson entre X e Y.

Serdo apresentadas duas solugdes.
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Exemplo

Sejam U e V duas VAs, ambas de média -1 e variancia 2, com coeficiente
de Pearson py v = 1/2. Sejam

X=U+2V-3,
Y=V-U.

Calcule as médias de X e de Y, as variancias de X e de Y, e o coeficiente
de Pearson entre X e Y.

Serdo apresentadas duas solugbes. Parte comum:

cov[U, V] = py,vy/var[U]var[V] = (1/2)V2-2 =1
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Solugao direta:
Médias:

E[X]=E[U+2V-3]=E[U] +2E[V]-3=(-1)+2(-1)-3=-6
E[Y]=E[V-U]=E[V]-E[U] = (-1) - (-1) =0
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Solugao direta:
Médias:

E[X]=E[U+2V-3]=E[U] +2E[V]-3=(-1)+2(-1)-3=-6
E[Y]=E[V-U]=E[V]-E[U] = (-1) - (-1) =0

Variancia de X:

E[X?] = E[(U+2V - 3)?] = E[U? +4V? + 4UV - 6U - 12V + 9]
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Solugao direta:
Médias:

E[X]=E[U+2V-3]=E[U] +2E[V]-3=(-1)+2(-1)-3=-6
E[Y]=E[V-U]=E[V]-E[U] = (-1) - (-1) =0

Variancia de X:

E[X?] = E[(U+2V -3)?] =E[U? +4VZ +4UV - 6U - 12V + 9]
= E[U?] +4E[V?] +4E[UV] -6 E[U] -12 E[V] + E[9]

— — — —_—— —_— ——
=1 - 9
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Solugao direta:
Médias:

E[X]=E[U+2V-3]=E[U] +2E[V]-3=(-1)+2(-1)-3=-6
E[Y]=E[V-U]=E[V]-E[U] = (-1) - (-1) =0

Variancia de X:

E[X?] = E[(U+2V -3)?] = E[U% +4VZ +4UV - 6U - 12V +9]
= E[U?] +4E[V?] +4E[UV] -6 E[U] -12 E[V] + E[9]

uj’=
E[VZ]: [V] E[V]2 2+( 1) =
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Solugao direta:
Médias:

E[X]=E[U+2V-3]=E[U] +2E[V]-3=(-1)+2(-1)-3=-6
E[Y]=E[V-U]=E[V]-E[U] = (-1) - (-1) =0

Variancia de X:

E[X?] = E[(U+2V -3)?] = E[U% +4VZ +4UV - 6U - 12V +9]
= E[U?] +4E[V?] +4E[UV] -6 E[U] -12 E[V] + E[9] =50

N—— N—— —— —— —_—— ~Y—
3 3 2 -1 -1 9
E[U?] = var[U]+E[U]* =2+ (- 1)2
E[VZ]: [V] E[V]2 2+( 1) =
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Solugao direta:
Médias:

E[X]=E[U+2V-3]=E[U] +2E[V]-3=(-1)+2(-1)-3=-6
E[Y]=E[V-U]=E[V]-E[U] = (-1) - (-1) =0

Variancia de X:

E[X?] = E[(U+2V -3)?] =E[U? +4VZ +4UV - 6U - 12V + 9]
= E[U?] +4E[V?] +4E[UV] -6 E[U] -12 E[V] + E[9] =50

— — — —— —_— ——
3 3 2 -1 -1 9

var[X] = B[X?] - E[X]? =50 - (-6)% = 14
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Solugao direta:
Médias:

E[X]=E[U+2V-3]=E[U] +2E[V]-3=(-1)+2(-1)-3=-6
E[Y]=E[V-U]=E[V]-E[U] = (-1) - (-1) =0

Varidnciade Y:

E[Y?] = E[(V-U)?] = E[U? + VZ - 2UV]
= E[U?]+E[V?]-2E[UV] =2

—_—— ~— —
3 3 2

var[Y] = E[Y?]-E[Y]? =2-(0)? =2
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Solugao direta:
Médias:

E[X]=E[U+2V-3]=E[U] +2E[V]-3=(-1)+2(-1)-3=-6
E[Y]=E[V-U]=E[V]-E[U] = (-1) - (-1) =0

Covariancia entre X e Y:

E[XY]=E[(U+2V-3)(V-U)] =E[-U?+2VZ -UV-3U-3V]
= —E[U%]+2E[V?]-E[UV]+3 E[U] -3 E[V] =1

— —_—— —— — —_——
3 3 2 -1 -1

cov[X, Y] = E[XY] - E[X]E[Y] = 1 - (=6)(0) = 1
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Solugao matricial:

bove = B R

= S S
X A u b
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Solugao matricial:

X=U+2v-3 X 1T 2]|U
< = +
Y=V-U Y -1 11|V
X A u b
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Solugao matricial:

X=U+2v-3 X 1T 2(|U -3
< = +

Y=V-U Y -1 11|V 0

X A u b
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Solugao matricial:

X=U+2vV-3 X 1 21U -3
p———g = +
Y=VvV-U Y -1 111V 0
N—— —————— —
X A u b
Portanto:

R IS
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Solugao matricial:

X=U+2vV-3 X 1 21U -3
p———g = +
Y=V-U Y -1 111V 0
X A u b
Portanto:
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Sumério:
Hx=-6  py=0
var[X] =14 var[Y] =2 cov[X,Y] =1

Finalmente (parte comum as duas solugdes):

_ cov[X,Y] _ 1 _ 1
XY X varlY]  J(H@) V28
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Exercicios propostos




Yates—Goodman

m 8.1.2. m 8.4.2.
m 8.1.3. m 844*F
m 8.4.1. m 8.4.5.

*Desconsidere a matriz correlagdo.

Esboce sua resposta sempre que possivel.
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