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Definicao



Definicdo de varidvel aleatéria (geral)

Seja S 0 espago amostral de um experimento probabilistico.

Uma variavel aleatéria (VA) real é um mapeamento X: S — R.

S X R
A

A imagem de X, denotada por Sx, € chamada de espago amostral da VA.
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Simbolo Significado

X Variavel aleatéria.
X Possivel valor assumido por X.
Sx Imagem ou espago amostral de X.

Cuidado! Alguns autores (Albuquerque et al., por exemplo)
invertem a convengao, utilizando minusculas para variaveis
aleatérias e mailsculas para os possiveis valores!
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Exemplos

Exemplo 1

Experimento Acoplar um foto-detector em uma fibra
Optica e contar o numero de fétons que
chegam em um intervalo de 1 ps.

Espago amostral S={0,1,2,...}.

Variavel aleatéria X = niumero de fétons contado.
Espago amostralda VA Sx =S.

Nesse caso, a VA X é o préprio resultado do experimento.

Revisdo: Varidveis aleatérias — Definigao



Exemplos

Exemplo 2

Experimento Testar seis Cls e observar se cada Cl esta
operacional (1) ou defeituoso (0).

Espago amostral S = {000000,000001,000010,...,111111}.
Variavel aleatéria X = numero de Cls operacionais.
Espaco amostralda VA Sx ={0,1,...,6}.
Variavel aleatéria Y = lucro obtido, sabendo que o custo de
fabricagdo é $1 e que o prego de venda é $3.
Espago amostralda VA Sy ={-6,-3,0,3,6,9,12}.

Aqui, a variavel aleatéria X é uma fungao do resultado do
experimento e a variavel aleatéria Y é uma fungéo de X.
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Tipos de variaveis aleatorias
Exemplos

® N = Numero de mensagens de WhatsApp recebidas durante esta aula.
B T = Tempo decorrido até receber a proxima mensagem de WhatsApp.

Uma variavel aleatéria X é dita ser:
m discreta, se seu espago amostral € um conjunto enumeravel:

SX = {X],Xz,...}.

m continua, se seu espago amostral é um intervalo ou uma unido de
intervalos reais e se Pr[X =x] =0, Vx € Sx.
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VAs discretas e PMF




Definicao da PMF

A fungao massa de probabilidade (PMF) de uma VA discreta X é dada por

px(x) =Pr[X=x], VxeSx.

A PMF especifica completamente uma VA discreta.

Proposicéo:

r[XeA]= )" px(x).
X€EA
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Exemplo: Soma de dois dados

Dois dados honestos sao langados. Seja X a soma dos valores obtidos.

O espacgo amostral de X é dado por Sx = {2,3,4,...,12}.
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Exemplo: Soma de dois dados

Dois dados honestos sao langados. Seja X a soma dos valores obtidos.

A PMF de X é dada por

px(2) = Pr{X=2] = Pr[EQ)] - <

" 36
2
px(3) = Pr{X=3] = Pr[@Ova0)] = 3
px(4) = Pr{X=4] = Pr[O@ELOCUER] = -

36

1

px(12) = Pr[X=12] = Pr[E3E}] = %
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Exemplo: Soma de dois dados

Dois dados honestos sao langados. Seja X a soma dos valores obtidos.

A PMF de X é dada por

I S ———
5/36 f----------g-f-

4/36 f---------g-F-F-}-

3/36 +-------g-}-}-}-}-}-

2/36 f-----g-F-b-F-F-F-}F-}-
1736 +---o-b-F-F-F-F-F-F-F-}-
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Exemplo: Soma de dois dados

Dois dados honestos sao langados. Seja X a soma dos valores obtidos.
Se P é o conjunto dos numeros primos, entao

Pr[X e P]=px(2) +px(3) +px(5) +px(7) +px(11) ~ 41,67 %.
[T 7 R N ——
1/36  2/36  4/36  6/36 2/36
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Exemplo: Enlace de comunicacgao digital

Considere um enlace de comunicag3o digital cuja probabilidade de sucesso (1)
na recepgao de um pacote é de 2/3; em caso de falha (0) na recepgdo, é
solicitado o reenvio do pacote. Seja X o numero necessario de transmissdes
para que um pacote seja recebido corretamente.

S X R

=W N =
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Exemplo: Enlace de comunicacgao digital

Considere um enlace de comunicag3o digital cuja probabilidade de sucesso (1)
na recepgao de um pacote é de 2/3; em caso de falha (0) na recepgdo, é
solicitado o reenvio do pacote. Seja X o numero necessario de transmissdes
para que um pacote seja recebido corretamente.

2 (1
px(x) =13 (§
0

Px

2/3

2/9
2/27 1

(x)

A
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Exemplo: Enlace de comunicacgao digital

Considere um enlace de comunicag3o digital cuja probabilidade de sucesso (1)
na recepgao de um pacote é de 2/3; em caso de falha (0) na recepgdo, é
solicitado o reenvio do pacote. Seja X o numero necessario de transmissdes
para que um pacote seja recebido corretamente.

Px
21\ 7
- = =1,2,.
PX(X)={3 (3) P YT RS
0, c.c 2/9
2/27 A

(x)

A

A probabilidade de o pacote ser recebido em 3

PrX <3] = px(1) +px(2) +px(3) = 2

transmissdes ou menos é:

[3+2/9+2/27 ~ 96,30 %.
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Propriedades da PMF

H 0<px(x)<1,VxeSx. > px(x)=1.
XESX
Seja N uma VA discreta com PMF dada por pn(n)
c/n, n=1,23, c
n)=
pn(n) {0, c.c.,
c/2 +---}---
onde c é uma constante. Qual o valor de c? ©f3 qp===|r===|r===
1 2 3
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Propriedades da PMF

H 0<px(x)<1,VxeSx. > px(x)=1.
XESX
Seja N uma VA discreta com PMF dada por pn(n)
c/n, n=1,23, c
n)=
pn(n) {0, c.c.,
c/2 +---}---
onde c é uma constante. Qual o valor de c? ¢/3 t---f---F---

c+c/2+c¢/3=1 = c=6/11
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Propriedades da PMF

H 0<px(x)<1,VxeSx. > px(x)=1.
XESX
Seja N uma VA discreta com PMF dada por pn(n)
c/m, n=123, 6/11
n =
pn(n) {0, c.c.,
3/11 +---F---
onde c é uma constante. Qual o valor de c? 2PN f===|p===|t==-

c+c/2+c¢/3=1 = c=6/11
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VAs continuas e PDF




Relembrando... Definigdo da PMF

A PMF de uma VA discreta X é dada por

px(x) =Pr[X=x], VxeSx.

Para VAs continuas, Pr[X = x] = 0 para todo x € Sx!

Como contornar o problema? Ideia: se inspirar na seguinte propriedade:

Pr XEA Z px(x)
XEA
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Definicao da PDF

A fungao densidade de probabilidade (PDF) de uma VA continua X,
denotada por fy, € tal que

Pr[X e A] = fxeA fx(x) dx,

para todo A c R.

A PDF especifica completamente a VA.

b
Caso particular: Prla<X<b]= f fx(x)dx.
a
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PDF: llustragcao

fx(x)




Exemplo: Comunicagao sem fio

Um modelo bastante empregado em comunicag¢des sem-fio considera
que a poténcia do sinal recebido ¢ uma VA X com PDF

1
—e B x>0, 1
fx(x) = {B = Ee_X/BH(X),

0, C.C.

onde (3 é a poténcia média recebida.

fx(x)

A

ll
g
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Exemplo: Comunicagao sem fio

Supondo que a poténcia média recebida seja de 3 = 100 mW, determine a
probabilidade de que a poténcia recebida esteja abaixo de xo = 10 mW.

fx(x)
1]
b 1
fx(x) = Be"‘/ B u(x)

X0 B
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Exemplo: Comunicagao sem fio

Supondo que a poténcia média recebida seja de 3 = 100 mW, determine a
probabilidade de que a poténcia recebida esteja abaixo de xo = 10 mW.

() = e P u(x)
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Exemplo: Comunicagao sem fio

Supondo que a poténcia média recebida seja de 3 = 100 mW, determine a
probabilidade de que a poténcia recebida esteja abaixo de xo = 10 mW.

fx(x)
1]
b 1
fx(x) = Be"‘/ B u(x)

Pr[X<xo]=1-e¢X/B=1-¢01%952%.

Revisdo: Varidveis aleatérias — VAs continuas e PDF



Propriedades da PDF

fx(x) > 0, ¥ € Sx. [fo(x)dxﬂ_

Seja X uma VA continua com PDF dada por fx(x)

ex?, 0<x<1, g
fx(x) = 0 e

onde c é uma constante. Qual o valor de c?
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Propriedades da PDF

fx(x) > 0, ¥ € Sx. [fo(x)dxﬂ_

Seja X uma VA continua com PDF dada por fx(x)

ex?, 0<x<1, g
fx(x) = 0 e

onde c é uma constante. Qual o valor de c?

(ee] ] X3 X:] C
[oo fx(x)dx:fo cxzdx:c[?] =3

x=0
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Propriedades da PDF

fx(x) > 0, ¥ € Sx. [fo(x)dxﬂ_

Seja X uma VA continua com PDF dada por fx(x)

2
cxs, 0<x<1, 3
fx(X):{O e

onde c é uma constante. Qual o valor de c?

[Oofx(x)dx:gzl = c=3.
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Funcao de distribuicao cumulativa




Definicao da CDF

A CDF é valida para todos os tipos de VAs.

A fungao de distribuigao cumulativa (CDF) de uma VA é dada por

Fx(x) =Pr[X<x], VxeR.

A CDF especifica completamente a VA.
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Definicao da CDF

A CDF é valida para todos os tipos de VAs.
A fungao de distribuigao cumulativa (CDF) de uma VA é dada por

Fx(x) =Pr[X<x], VxeR.

Caso discreto. CDF «— PMF:

Fx(x) = > px(w) e px(x)=Fx(x")-Fx(x").

usx
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Definicao da CDF

A CDF é valida para todos os tipos de VAs.
A fungao de distribuigao cumulativa (CDF) de uma VA é dada por

Fx(x) =Pr[X<x], VxeR.

Caso discreto. CDF «— PMF:

Fx(x) = > px(w) e px(x)=Fx(x")-Fx(x").

usx

Caso continuo. CDF «— PDF:

)= [ ixdu e fx(9= - Fx(x).
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Exemplo: Caso discreto

px(x)
0,3,
Ol e 0,2,
X) =
ol px(x) 0.5,
02+ -F---
—t—r—t+—+—+— > X 0,
| 123 45 6 7
Fx(x)
0,
R — 0,3,
| FX(X):
05 ----- *——0 0.5,
03 [ -@—0 !
O———————> x 1,
123 45 6 7

I
N W —

0 ® ® ®
o

x <1,
1<x<3,
3<x<7,
x>7.
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Exemplo: Caso continuo

fx(x)
z “2<x<-1,
______ 3 fx(x) = %x = %, 2<x<3,
/l 0, c.c.
} f } > X
2 1 \ 1 2 3
Fx(x) 0, x < =2,
A

x
+
WiH

|
N
IN
x
A
L

X+ 2,

f
N
w
-
x
—~
x
N—
1l
— W= WIN WIN
S
N
|
wlH
N |
A )
=2 A
A x
w N
= N

x
2
w
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Propriedades da CDF

OSF)((X)S1, Vx € Sx.
Fx(—OO) =0 e Fx(oo) =1.
Fx é ndo-decrescente: x7 <x; = Fx(x1) < Fx(x2).

A Se X é uma VA discreta:
Fx é uma fungéo constante-por-partes (“escadinha”),
Fx € uma fungdo continua-a-direita: Fx(x) = Fx(x").
Se X é uma VA continua:
Fx é uma fungéo continua (no sentido do calculo).
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Exercicios propostos




Yates—Goodman

m 3.23.
m 3.3.1.
m 3.3.7.
m 3.4.1.
m 422
m 431

Esboce sua resposta sempre que possivel.

Revisdo: Varidveis aleatérias — Exercicios propostos



Referéncias




Referéncias

[§ STEVEN M. KAv.
INTUITIVE PROBABILITY AND RANDOM PROCESSES USING MATLAB®.
Springer, 2006.

@ Roy D. YATES AND DAVID J. GOODMAN.
PROBABILITY AND STOCHASTIC PROCESSES.
Wiley, 3rd edition, 2014.

Revisdo: Varidveis aleatérias — Referéncias



	Definição
	VAs discretas e PMF
	VAs contínuas e PDF
	Função de distribuição cumulativa
	Exercícios propostos
	Referências

