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Definicao



Defini¢ao de valor esperado

O valor esperado de uma VA ¢é dado por

E[X]= > xpx(x). (caso discreto)

XESX

E[X] = /ooxfx(x) dx. (caso continuo)

Revisdo: Valor esperado — Defini¢ao



Defini¢ao de valor esperado

O valor esperado de uma VA ¢é dado por

E[X]= > xpx(x). (caso discreto)
XESX
E[X]:fooxfx(x) dx. (caso continuo)

O valor esperado de X também é chamado de média de X. Notagéo:

ux = E[X].

Revisdo: Valor esperado — Defini¢ao



Exemplo: Distribuigdo uniforme discreta

Seja X ~ DiscreteUniform(1,6).

px(x)

1/6

\/
=

1 2 3 4 5 6

Revisdo: Valor esperado — Definigao



Exemplo: Distribuigdo uniforme discreta

Seja X ~ DiscreteUniform(1,6).

px(x)

1/6 L--g--9--9--9--9--

> X

1234 5 6
Seu valor esperado é dado por:

E[X]= > xpx(x) = (1)-%+(2)%+---+(6)% = 3,5.

XESX

Revisdo: Valor esperado — Definigao



Exemplo: Distribuicao de Bernoulli

Seja X ~ Bernoulli(p).

Revisdo: Valor esperado — Definigao



Exemplo: Distribuicao de Bernoulli

Seja X ~ Bernoulli(p).

Seu valor esperado é dado por:

E[X]= ¥ xpx(x) = (0)(1-p)+(1)p = p.

XESX

Revisdo: Valor esperado — Definigao



Exemplo: Distribuicdo geométrica

Seja X ~ Geometric(p).

px(x)

A

A

P

(g=1-p)

px(x) =pg*!

Pq

Revisdo: Valor esperado — Definigao



Exemplo: Distribuicdo geométrica

Seja X ~ Geometric(p). (g=1-p)
px(x)
A op
px(x) =pq*”"
Pa
paq?
Pa® gt
1 2 3 4 5 =X

Seu valor esperado é dado por:

E[X]= > xpx(x)= Z]XPq"“ =p Z1xq""
xeSx xX= xX=
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Exemplo: Distribuicdo geométrica

Seja X ~ Geometric(p). (g=1-p)

px(x)
A op

Pq

Seu valor esperado é dado por:

E[X]= Y xpx(x)= > xpq* " =p > xq*"!
xeSx x=1 x=1
® q d q 1 1T 1
=p =p— ). 94" =p— =p =p—=-.
;d dq /2 Z Paqi-q P-q92 Pp2 7 p

Revisdo: Valor esperado — Definigao



Exemplo: Distribuigdo uniforme continua

Seja X ~ Uniform([a, b]).

Revisdo: Valor esperado — Definigao



Exemplo: Distribuigdo uniforme continua

Seja X ~ Uniform([a, b]).

Seu valor esperado é dado por:

BiX]= [ xfx(x)d VLI N B BV
[]_[mXX(X) X_/a Xb—a X_b—a/axx
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Exemplo: Distribuigdo uniforme continua

Seja X ~ Uniform([a, b]).

Seu valor esperado é dado por:

BiX]= [ xfx(x)d VLI N B BV
[]_[mXX(X) X_/a Xb—a X_b—a/axx

~ 1 [xz]xzb_bz—az
b-al 2] _, 2(b-a)
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Exemplo: Distribuigdo uniforme continua

Seja X ~ Uniform([a, b]).

Seu valor esperado é dado por:

BiX]= [ xfx(x)d VLI N B BV
[]_[mXX(X) X_/a Xb—a X_b—a/axx

1 [xz]xzb bz—az_(b+a)(b—a):a+b

“b-al| 2], 20b-a)  2(b-a) 2

Revisdo: Valor esperado — Definicao



Exemplo: Distribuicao triangular continua

Seja X ~ Triangular(left=0, right=a, mode=a).

fx(x)
A

=]

Revisdo: Valor esperado — Definigao



Exemplo: Distribuicao triangular continua

Seja X ~ Triangular(left=0, right=a, mode=a).

Seu valor esperado é dado por:
2 2 [a
x x% dx

(9] a
E[X]:[fox(x)dx:[o ngng

Revisdo: Valor esperado — Defini¢ao



Exemplo: Distribuicao triangular continua

Seja X ~ Triangular(left=0, right=a, mode=a).

’ X
a
Seu valor esperado é dado por:
0 a 2x 2 a .,
BIx)= [xixax= [TxDaxs 2 [“ax

25,3
a?[3] ., 3

Revisdo: Valor esperado — Definigao



Exemplo: Distribuicdo exponencial

Seja X ~ Exponential(A).

1/A

Revisdo: Valor esperado — Definigao



Exemplo: Distribuicdo exponencial

Seja X ~ Exponential(A).

1/A

Seu valor esperado é dado por:

EXI= [ xfx(gdx= [Txre™dx=A [T xe M ax

Revisdo: Valor esperado — Definigao



Exemplo: Distribuicdo exponencial

Seja X ~ Exponential(A).

1/A

Seu valor esperado é dado por:

EXI= [ xfx(gdx= [Txre™dx=A [T xe M ax

MM+ 1
=A —a =

x=0 7\.

Revisdo: Valor esperado — Definicao



Propriedades do valor esperado

Valor esperado de uma constante
E[c] =c.

Revisdo: Valor esperado — Definigao



Propriedades do valor esperado

Valor esperado de uma constante
E[c] =c.

Homogeneidade
E[cX] = cE[X].

Revisdo: Valor esperado — Definigao



Propriedades do valor esperado

Valor esperado de uma constante
E[c] =c.

Homogeneidade
E[cX] = cE[X].

Translagao
E[X+c]=E[X]+c.

Revisdo: Valor esperado — Definigao




Propriedades do valor esperado

Valor esperado de uma constante
E[c] =c.

Homogeneidade
E[cX] = cE[X].

Translagao
E[X+c]=E[X]+c.

Aditividade
E[X + Y] = E[X] + E[Y].

Revisdo: Valor esperado — Definicao



Propriedades do valor esperado

Valor esperado de uma constante
E[c] =c.

Homogeneidade
E[cX] = cE[X].

Translagao
E[X+c]=E[X]+c.

Aditividade
E[X+Y]=E[X]+E[Y].

As propriedades 2 e 4 nos dizem que o valor esperado
é um operador linear.

Revisdo: Valor esperado — Definicao



Nem todas as VAs possuem média

Seja X uma VA discreta com PMF dada por

px(x) = 7%, x=1,2,..., [c = 6/m*: problema de Basileia]

px(x)

G c/9 ¢/16 ...

\J
®

Revisdo: Valor esperado — Definicao



Nem todas as VAs possuem média

Seja X uma VA discreta com PMF dada por

px(x) = 7%, x=1,2,..., [c = 6/m*: problema de Basileia]

px(x)

0 valor esperado de X é dado por

E[X] = ) xpx(x) = Zxé =c)y,

x€Sy x=1

x| =
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Nem todas as VAs possuem média

Seja X uma VA discreta com PMF dada por

px(x) = 7%, x=1,2,..., [c = 6/m*: problema de Basileia]

px(x)

0 valor esperado de X é dado por

E[X] = ) xpx(x) = Zxé =c)y,

x€Sy x=1

x| =

Revisdo: Valor esperado — Definicao



Nem todas as VAs possuem média

Seja X uma VA continua com PDF dada por

1/m
fx(x) = - +/X2. (Cauchy)
fx(x)
1/m

Nesse caso, E[X] é indefinido:

f x fx(x) dx ndo existe.

Revisdo: Valor esperado — Definigao



Valor esperado de funcao de VA



Valor esperado de fungao de VA: Introdugao

Seja Y = g(X).

Em principio, para calcular E[Y] seria necessario primeiro obter py ou fy.

defini¢ao do
INeties, Cap: @ valor esperado

Revisdo: Valor esperado — Valor esperado de funcao de VA



Valor esperado de fungao de VA: Introdugao

Seja Y = g(X).
Em principio, para calcular E[Y] seria necessario primeiro obter py ou fy.

No entanto, o teorema fundamental do valor esperado fornece um atalho.

Revisdo: Valor esperado — Valor esperado de funcao de VA



Valor esperado de fungao de VA: Introdugao

Seja Y = g(X).
Em principio, para calcular E[Y] seria necessario primeiro obter py ou fy.

No entanto, o teorema fundamental do valor esperado fornece um atalho.

9

Teorema fundamental do valor esperado

E[g(X)]= > g(x)px(x). (caso discreto)

XESX

Revisdo: Valor esperado — Valor esperado de funcao de VA



Valor esperado de fungao de VA: Introdugao

Seja Y = g(X).
Em principio, para calcular E[Y] seria necessario primeiro obter py ou fy.

No entanto, o teorema fundamental do valor esperado fornece um atalho.

9

Teorema fundamental do valor esperado

E[g(X)] = f: g(x) fx(x) dx. (caso continuo)

Revisdo: Valor esperado — Valor esperado de funcao de VA



Exemplo: Caso discreto

Seja X uma VA discreta com PMF dada pela figura.

px(x)
YA S S RO
2/11 -deee .
VAT B
. » X
2 1 1 2

Determine E[X?].

Revisdo: Valor esperado — Valor esperado de funcao de VA



Exemplo: Caso discreto

Solucédo 1. Seja Y = X2. Etapas: px — py — E[Y].

Revisdo: Valor esperado — Valor esperado de funcéo de VA



Exemplo: Caso discreto

Solugdo 1. Seja Y = X?. Etapas: px — py — E[Y].

px(x) py(y)
R4 i (R S S — ST A SEE——————
21 = 4/11
1/11 --§---1---
/ 1/11
> X ; » U
=2 = 1 2 1 2 3 4

Revisdo: Valor esperado — Valor esperado de funcéo de VA



Exemplo: Caso discreto

Solugdo 1. Seja Y = X?. Etapas: px - py — E[Y].

px(x) pyv(y)
£ 74 | [ S 174 1 I
2/11 - 4/11
V11 ood bosd bos
A 1/11
> X ; + » U
—2 -1 ’ 1 2 ‘ 1 2 3 4
1 4 6 28
27 _ _ R R — =

Revisdo: Valor esperado — Valor esperado de funcéo de VA



Exemplo: Caso discreto

Solugao 2. Usar o teorema fundamental do valor esperado.

px(x)
YA S S RO
2/11 -l .
VLTI B
. » X
2 1 1 2

Revisdo: Valor esperado — Valor esperado de funcao de VA



Exemplo: Caso discreto

Solugao 2. Usar o teorema fundamental do valor esperado.

px(x)
3/11 -@emmemfemnnns
2/11
/1 - f--F-
T ; X
-2 —1 1 2
= > *px(x)
XESX
3 2 1 2 3 28
= (2755 + (D24 (0P T+ (V2= + (P = T

Revisdo: Valor esperado — Valor esperado de funcao de VA



Exemplo: Caso continuo

Seja X uma VA continua distribuida uniformemente no intervalo [0, 1].

fx(x)
A
1

Determine E[X?].

Revisdo: Valor esperado — Valor esperado de funcao de VA



Exemplo: Caso continuo

Seja X uma VA continua distribuida uniformemente no intervalo [0, 1].

fx(x)
A
1

Determine E[X?].

X2 é um exemplo de VA com distribuico beta.

Revisdo: Valor esperado — Valor esperado de funcao de VA



Exemplo: Caso continuo

Solugédo 1. Seja Y = X2. Etapas: fx - Fy - fy — E[Y].

Revisdo: Valor esperado — Valor esperado de funcao de VA



Exemplo: Caso continuo

Solugédo 1. SejaY = X2. Etapas: fx — Fy — fy - E[Y].

Revisdo: Valor esperado — Valor esperado de funcao de VA



Exemplo: Caso continuo

Solugédo 1. SejaY = X2. Etapas: fx — Fy — fy - E[Y].

fx(x)
A
]
» X
1
Casoy < 0: Casoy > 1:
Fy(y)=Pr[Y£y]=O. Fy(y)=Pr[YSy] =1.

Revisdo: Valor esperado — Valor esperado de funcao de VA



Exemplo: Caso continuo

Solugédo 1. SejaY = X2. Etapas: fx — Fy — fy - E[Y].

fx(x)
A

—VY iy ]

v
®

Caso0<y<1:
Fy(y) = Pr[Y <y] = Pr[X* < y]

0
:Pr[—\/IJSXS\/ﬁ]:/\/gde+_[O\/g1dx:\/ﬁ.

Revisdo: Valor esperado — Valor esperado de funcao de VA



Exemplo: Caso continuo

Solugédo 1. SejaY = X2. Etapas: fx — Fy — fy - E[Y].

Fy(y)

\}
«

Sumadrio:
0, yx<o,

Fy(y) =1y, 0<y<l,

Revisdo: Valor esperado — Valor esperado de funcao de VA



Exemplo: Caso continuo

Solugédo 1. SejaY = X2. Etapas: fx - Fy - fy — E[Y].

Fy(y)

\}
«

Sumadrio:
0, yx<o,

Fy(y) =1y, 0<y<l,

Revisdo: Valor esperado — Valor esperado de funcao de VA



Exemplo: Caso continuo

Solugédo 1. SejaY = X2. Etapas: fx - Fy - fy — E[Y].

Fy(y)

Revisdo: Valor esperado — Valor esperado de funcao de VA



Exemplo: Caso continuo

Solucédo 1. SejaY = X2. Etapas: fx - Fy - fy - E[Y].

fy(y) =4{2VY

1/2 -

v
=

Revisdo: Valor esperado — Valor esperado de funcao de VA



Exemplo: Caso continuo

Solucédo 1. SejaY = X2. Etapas: fx - Fy - fy - E[Y].

L, 0<y<l,
fy(y) =< 2VY
0

12 , c.C.

E[X*] =E[Y] = [:yfv(y)dy = fo1y$dy

Y32 y=1 1
"2 f [3/2] 3

Revisdo: Valor esperado — Valor esperado de funcao de VA



Exemplo: Caso continuo

Solugao 2. Usar o teorema fundamental do valor esperado.

Revisdo: Valor esperado — Valor esperado de funcao de VA



Exemplo: Caso continuo

Solugao 2. Usar o teorema fundamental do valor esperado.

fx(x)
A
:

Revisdo: Valor esperado — Valor esperado de funcao de VA



Exemplo: Compressao de fonte sem perdas

Considere a seguinte “fonte de informagao”, modelada pela VA X:
X a b c d e f g h

px(x) 03 02 01 01 01 01 005 0,05

X é uma VA “categorica”, e ndao uma VA real.

A px(x)
0,30 +---
0,20 +---}---
010 +---}---}--9--9--9--
005 +--f--F--F--F--F--}--9--
: > X
a b c d e f g h

Revisdo: Valor esperado — Valor esperado de funcao de VA



Exemplo: Compressao de fonte sem perdas

Considere a seguinte “fonte de informagao”, modelada pela VA X:
X a b c d e f g h

px(x) 03 02 01 01 01 01 005 0,05

Um codificador “ingénuo” utilizaria 3 bits para cada letra da fonte.
X a b C d e f g h

Enc(x) 000 001 010 011 100 101 110 111

Revisdo: Valor esperado — Valor esperado de funcao de VA



Exemplo: Compressao de fonte sem perdas

Considere a seguinte “fonte de informagao”, modelada pela VA X:
X a b c d e f g h

px(x) 03 02 01 01 01 01 005 0,05

Um codificador “ingénuo” utilizaria 3 bits para cada letra da fonte.
X a b C d e f g h

Enc(x) 000 001 010 011 100 101 110 111

Como alternativa, considere o codificador abaixo:
X a b 8 d e f g h

Enc(x) 01 o000 111 110 101 100 0011 0010

Revisdo: Valor esperado — Valor esperado de funcéo de VA



Exemplo: Compressao de fonte sem perdas

Considere a seguinte “fonte de informagao”, modelada pela VA X:
X a b c d e f g h

px(x) 03 02 01 01 01 01 005 0,05

Um codificador “ingénuo” utilizaria 3 bits para cada letra da fonte.
X a b C d e f g h

Enc(x) 000 001 010 011 100 101 110 111

Como alternativa, considere o codificador abaixo:
X a b 8 d e f g h

Enc(x) 01 o000 111 110 101 100 0011 0010

Nesse caso, qual é o comprimento médio da representac¢ao binaria das
letras da fonte?

Revisdo: Valor esperado — Valor esperado de funcéo de VA



Exemplo: Compressao de fonte sem perdas

Seja {: Sx — N a fungao que retorna o comprimento da representagao
binaria de cada letra da fonte.

X a b c d e £ g h

px(x) 03 02 01 01 01 01 005 0,05
Enc(x) 01 000 111 110 101 100 0011 0010
(x) 2 3 3 3 3 3 4 4

Revisdo: Valor esperado — Valor esperado de funcao de VA



Exemplo: Compressao de fonte sem perdas

Seja {: Sx — N a fungao que retorna o comprimento da representagao
binaria de cada letra da fonte.

X a b G d e f g h

px(x) 03 02 01 01 01 01 005 0,05
Enc(x) 01 000 111 110 101 100 0011 0010
(x) 2 3 3 3 3 3 4 4

Pelo teorema fundamental do valor esperado:

E[((X)]= > () px(x)

x€eSx
={(a)px(a) + {(b)px(b) + -+ £(h)px(h)
=2.03 4302+ +4-0,05
= 2.8 bits.

Revisdo: Valor esperado — Valor esperado de funcao de VA



Variancia e desvio padrao




Variancia e desvio padrao

A variancia de uma variavel aleatéria X é dada por

0% = var[X] = E[(X - px)2].
O desvio padrao de X é dado por

ox =\/var[X].

A variancia é uma medida de dispersdo ao redor da média.

Revisdo: Valor esperado - Variancia e desvio padrdao



Férmula alternativa para a variancia

Teorema

var[X] = E[X?] - E[X]?.

Demonstragao:

var[X] = E[(X - 1x)?]
[X? = 2Xpx + px]
[X*]-2 E[X] pux + E[ux]

Revisdo: Valor esperado - Variancia e desvio padrdo



Exemplo: Distribuigdo uniforme discreta

Seja X ~ DiscreteUniform(1,6).

px(x)

1/6

\/
=

1 2 3 4 5 6

Revisdo: Valor esperado — Variancia e desvio padrdo



Exemplo: Distribuigdo uniforme discreta

Seja X ~ DiscreteUniform(1,6).

px(x)

1/6

| 123 45 6

Ja foi visto que E[X] =3,5=7/2.

Revisdo: Valor esperado — Variancia e desvio padrdo



Exemplo: Distribuigdo uniforme discreta

Seja X ~ DiscreteUniform(1,6).

px(x)

1/6 L--g--9--9--9--9--

> X

‘ 1 2 3 4 5 6
Ja foi visto que E[X] =3,5=7/2.
BDC]= T 2 px(x) = (135 + Q)2+ + (6

XESX

Revisdo: Valor esperado - Variancia e desvio padrdao



Exemplo: Distribuigdo uniforme discreta

Seja X ~ DiscreteUniform(1,6).

px(x)

1/6 L--g--9--9--9--9--

123456
Ja foi visto que E[X] =3,5=7/2.

2 7 2 21 91
E[X*]= ) x“px(x) = (1) —+(2) ot (6)7 - = —.
XESX 6 6

91 49 35

_ 27 2 - _ 2

var[X] = E[X"] - E[X] i -

Revisdo: Valor esperado - Variancia e desvio padrdao



Exemplo: Distribuigdo uniforme continua

Seja X ~ Uniform([a, b]).

Revisdo: Valor esperado — Variancia e desvio padrdo



Exemplo: Distribuigdo uniforme continua

Seja X ~ Uniform([a, b]).

Ja foi visto que

Revisdo: Valor esperado — Variancia e desvio padrdo



Exemplo: Distribuigdo uniforme continua

Seja X ~ Uniform([a, b]).

fx(x)
A
1 ,,,,,,,
b—a
> X
a b
Além disso,
oo b 'I '] b

E[X?] = [M x% fx(x)dx = fa x? b—adx: b—a.[l x% dx

Revisdo: Valor esperado - Variancia e desvio padrdo



Exemplo: Distribuigdo uniforme continua

Seja X ~ Uniform([a, b]).

Além disso,

oo b 1 1 b
E[X?] = / X% fx(x) dx = f x? 5 dx = f x% dx
oo — a

1 [x3]xzb b3 - d?

“b-al 3 =a:3(b—a)

Revisdo: Valor esperado — Variancia e desvio padrdo



Exemplo: Distribuigdo uniforme continua

Seja X ~ Uniform([a, b]).

fx(x)
A
1 ,,,,,,,
b—a
» X
a b
Além disso,
oo b 'I '] b
Ex2=f 2¢ d:f2 dx = fzd
[X7] _ooxx(x)x axb_axb_aaxx
RS X:b_ b*-a® (b-a)(a?+ab+b?) a?+ab+b?
“b-al3]_, 30b-a) 3(b-a) - 3 '

Revisdo: Valor esperado — Variancia e desvio padrdo



Exemplo: Distribuigdo uniforme continua

Seja X ~ Uniform([a, b]).

Portanto,

3 4 12

Revisdo: Valor esperado — Variancia e desvio padrdo



Exemplo: Ruido de quantizagao

Uma suposi¢ao bastante comum na teoria de quantizadores uniformes é
considerar que o ruido de quantizagao seja uma VA Q com PDF

A folq)
1

fo(q) = { A’
0, c.

A 1/A
2

oD

\J
o

—A)2 +A)2

onde A é a distancia entre os niveis de quantizagao.

Revisdo: Valor esperado - Variancia e desvio padrdo



Exemplo: Ruido de quantizagao

Uma suposi¢ao bastante comum na teoria de quantizadores uniformes é
considerar que o ruido de quantizagao seja uma VA Q com PDF

A folq)
1

fo(q) = { A’
0, c.

A 1/A
2

oD

\J
o

—A)2 +A/2
onde A é a distancia entre os niveis de quantizagao.

Portanto, a variancia do ruido de quantizagao é dada por 06 = A2/12;
esse resultado é util para calcular a razgo sinal-ruido de quantizagéo.

Revisdo: Valor esperado - Variancia e desvio padrdo



Propriedades da variancia

Nunca negativa
var[X] > 0.

Revisdo: Valor esperado — Variancia e desvio padrdo



Propriedades da variancia

Nunca negativa
var[X] > 0.

Variancia de uma constante

var[c] = 0.

Revisdo: Valor esperado — Variancia e desvio padrdo



Propriedades da variancia

Nunca negativa
var[X] > 0.

Variancia de uma constante

var[c] = 0.

Multiplicagao por constante
var[cX] = ¢? var[X].

Revisdo: Valor esperado — Variancia e desvio padrdo




Propriedades da variancia

Nunca negativa
var[X] > 0.

Variancia de uma constante
var[c] = 0.

Multiplicagao por constante
var[cX] = ¢? var[X].

Translagao
var[X + ¢] = var[X].

Revisdo: Valor esperado — Variancia e desvio padrdo



Propriedades da variancia

Nunca negativa
var[X] > 0.

Variancia de uma constante
var[c] = 0.

Multiplicagao por constante
var[cX] = ¢? var[X].

Translagao
var[X + ¢] = var[X].

Variancia da soma
var[X + Y] = var[X] + var[Y] + 2272,

Revisdo: Valor esperado — Variancia e desvio padrdo



Média e variancia de transformacao linear afim

Teorema

Seja X uma VA e seja
Y=aX+D,

onde a,b € R sao constantes. Entao,

Ky = apx + b,
)
() — (T (i

Revisdo: Valor esperado - Variancia e desvio padrdo



Exercicios propostos




Yates—Goodman

m 3.3.4.
m 3.5.11.
m 444,
m 4.4.6.
m 447
m 453.

Esboce sua resposta sempre que possivel.
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