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PMF conjunta e marginais




PMF conjunta: Definicao e propriedades

Sejam X e Y duas VAs discretas definidas no mesmo experimento
probabilistico.

A fungdo massa de probabilidade conjunta de X e Y, denotada por px v,
é definida por

px,y(x,y) = Pr[X=xAY=y],
paraxeSx ey e Sy.
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PMF conjunta: Definicao e propriedades

Sejam X e Y duas VAs discretas definidas no mesmo experimento
probabilistico.

A fungdo massa de probabilidade conjunta de X e Y, denotada por px v,
é definida por

px,v(x,y) = Pr[X=xAY=y],

paraxeSx ey e Sy.

Propriedades

0<pxy(xy) <1, Vx,y > pxy(xy) =1
X,y
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PMF conjunta: Exemplo

Considere uma urna com duas bolas vermelhas (R), uma bola verde (G) e
uma bola azul (B). Retira-se duas bolas, sem reposigdo. Seja X o n° de
bolas R e Y o n° de bolas G retiradas. Determine a PMF conjunta de X e Y.
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PMF conjunta: Exemplo

Considere uma urna com duas bolas vermelhas (R), uma bola verde (G) e
uma bola azul (B). Retira-se duas bolas, sem reposigdo. Seja X o n° de
bolas R e Y o n° de bolas G retiradas. Determine a PMF conjunta de X e Y.

Pr

1/6
1/6
1/6
1/6
1/12
1/6
1/12
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PMF conjunta: Exemplo

Considere uma urna com duas bolas vermelhas (R), uma bola verde (G) e
uma bola azul (B). Retira-se duas bolas, sem reposigdo. Seja X o n° de
bolas R e Y o n° de bolas G retiradas. Determine a PMF conjunta de X e Y.

By B, X Y Pr
A T o 7 px,y(%,Y)

R G 11 1/6 y=0 y-=1
R B 1 o0 1/6 <=0 o0 1/6
G R 11 1/6

G B 0 1 112 x=1| 1/3 1/3
B R 10 1/6 x=2| 1/6 0

B G 0o 1 112
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PMFs marginais: Definicao

Sejam X e Y duas VAs discretas com PMF conjunta px y.

As PMFs marginais de X e Y sdo dadas por

px(X) = Z PX,Y(XJJ)
yeSy

py(y) = 3 pxy(x.y)

XESX
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PMFs marginais: Exemplo

Considere o exemplo anterior (urna com 2R, 1G, 1B). Foi visto que a PMF
conjunta de X e Y é dada por:

px,y (%, Y)

y=0 y=1
x=0| 0 1/6
x=11]1/3 1/3
x=2| 1/6 0

Determine as PMFs marginais de X e de Y.
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PMFs marginais: Exemplo

px,y(x,Y)

y=0 y=1|px(x)
x=0 | 0 1/6
x=111/3 13
x=2 | 1/6 0
pv(y)
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PMFs marginais: Exemplo

px,y(x,Y)

y=0 y=1|px(x)
x=0 | 0 1/6 | 1/6
x=111/3 13
x=2 | 1/6 0
pv(y)

B px(x=0) = px,v(x=0,y=0) +px,v(x=0,y=1)=1/6
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PMFs marginais: Exemplo

px,y(x,Y)

y=0 y=1|px(x)
x=0 | 0 1/6 | 1/6
x=11|1/3 13| 2/3
x=2 | 1/6 0
pv(y)

B px(x=0) = px,v(x=0,y=0) +px,v(x=0,y=1)=1/6
B px(x=1) = px,y(x=1,y=0) + px,y(x=1,y=1)=2/3
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PMFs marginais: Exemplo

px,y(x,Y)

y=0 y=1|px(x)
x=0 | 0 1/6 | 1/6
x=11|1/3 13| 2/3
x=2 | 1/6 0 1/6
pv(y)

B px(x=0) = px,v(x=0,y=0) +px,v(x=0,y=1)=1/6
B px(x=1) = px,y(x=1,y=0) + px,y(x=1,y=1)=2/3
B px(x=2) = px,v(x=2,y=0) +px,v(x=2,y=1)=1/6
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PMFs marginais: Exemplo

px,y(x,Y)
y=0 y=1|px(x)
x=0| 0o 1/6 | 1/6
x=1 113 13| 23
x=2 |16 0o | 1/6
py(y) | 1/2

pPx(x=0) = px,y(x=0,y=0) + px,y(x=0,y=1)=1/6
px(x=1) = pxy(x=1,y=0) +px,y(x=1,y=1)=2/3
px(x=2) = px,v(x=2,y=0) +px,y(x=2,y=1)=1/6
Py(y=0) = px,y(x=0,y=0) +px,y(x=1,y=0) + px,y(x=2,y=0) = 1/2
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PMFs marginais: Exemplo

px,y(x,Y)
y=0 y=1|px(x)
x=0 | 0 1/6 | 1/6
x=1 |13 13| 23
x=2 |16 0 | 1/6
pv(y) | 1/2 1)2

px(x=0) = px,y(x=0,y=0) + px,y(x=0,y=1)=1/6
px(x=1) = px,y(x=1,y=0) +px,y(x=1,y=1)=2/3
pPx(x=2) = px,y(x=2,y=0) +px,y(x=2,y=1)=1/6
Py(y=0) = px,y(x=0,y=0) +px,y(x=1,y=0) + px,y(x=2,y=0) = 1/2
Py(y=1) = px,y(x=0,y=1) +px,y(x=1,y=1) +px,y(x=2,y=1) =1/2
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PMFs marginais: Exemplo

px,y(x,Y)

y=0 y=1|px(x)
x=0 | 0 1/6 | 1/6
x=1 |13 13| 23
x=2 |16 0 | 1/6
pv(y) | 1/2 1)2 1

px(x=0) = px,y(x=0,y=0) + px,y(x=0,y=1)=1/6
px(x=1) = px,y(x=1,y=0) +px,y(x=1,y=1)=2/3
pPx(x=2) = px,y(x=2,y=0) +px,y(x=2,y=1)=1/6
Py(y=0) = px,y(x=0,y=0) +px,y(x=1,y=0) + px,y(x=2,y=0) = 1/2
Py(y=1) = px,y(x=0,y=1) +px,y(x=1,y=1) +px,y(x=2,y=1) =1/2
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PMFs marginais: Exemplo

px,y(x,Y)

y=0 y=1|px(x)
x=0 | 0 1/6 | 1/6
x=1 |13 13| 23
x=2 |16 0 | 1/6
pv(y) | 1/2 1)2 1

px(x=0) = px,y(x=0,y=0) + px,y(x=0,y=1)=1/6
px(x=1) = px,y(x=1,y=0) +px,y(x=1,y=1)=2/3
pPx(x=2) = px,y(x=2,y=0) +px,y(x=2,y=1)=1/6
Py(y=0) = px,y(x=0,y=0) +px,y(x=1,y=0) + px,y(x=2,y=0) = 1/2
Py(y=1) = px,y(x=0,y=1) +px,y(x=1,y=1) +px,y(x=2,y=1) =1/2

Basta somar linhas e colunas.
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PDF conjunta: Definigao e propriedades

Relembrando...

Seja X uma VA.
A PDF de X, denotada por fy, é tal que

Pr[XeA]= fAfX(x) dx,

para todo subconjunto A ¢ R.
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PDF conjunta: Definigao e propriedades

Definicdo (indireta)

Sejam X e Y duas VAs (definidas no mesmo experimento probabilistico).

A PDF conjunta de X e Y, denotada por fx v, € tal que
Pr[(X,Y)eA] = [[Afxy(x,y)dxdy,

para todo subconjunto A ¢ R?.
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PDF conjunta: Definigao e propriedades
Definicdo (indireta)

Sejam X e Y duas VAs (definidas no mesmo experimento probabilistico).

A PDF conjunta de X e Y, denotada por fx v, € tal que

Pr[(X,Y)eA] = [[Afxy(x,y)dxdy,

para todo subconjunto A ¢ R?.

Propriedades

fx,v(x,y) 20, Vx,y fwfmfx,v(x,y)dxdyﬂ
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PDF conjunta: llustragdo

b fxv(%,y)

Pr[(X,Y) € A] = f fix v (x,y) dx dy
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PDF conjunta: Exemplo

Sejam X e Y duas VAs com PDF conjunta constante e diferente de zero
apenas na area sombreada abaixo.

Y
A

\J
®

Determine a PDF conjunta de X e Y. Video relacionado: YouTube [
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https://www.youtube.com/watch?v=4y_nmpv-9lI

PDF conjunta: Exemplo

A PDF conjunta é dada por:

k, (x,y) € Circ(centro=(0,0),raio=1),
0, c.c,

fX,Y(X7y) = {

onde k é uma constante.
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PDF conjunta: Exemplo

A PDF conjunta é dada por:

k, (x,y) € Circ(centro=(0,0),raio=1),
0, c.c,

fX,Y(X7y) = {

onde k é uma constante.

fx,v(%,Y)
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PDF conjunta: Exemplo

A PDF conjunta é dada por:

k, (x,y) € Circ(centro=(0,0),raio=1),
0, c.c,

fX,Y(X7y) = {

onde k é uma constante.

fx,v(%,Y)

_/oo_/oofx,Y(XﬂJ)GIXGhJ:1
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PDF conjunta: Exemplo

A PDF conjunta é dada por:

k, (x,y) € Circ(centro=(0,0),raio=1),
0, c.c,

fX,Y(X7y) = {

onde k é uma constante.

fx,v(%,Y)

_/oo_/oofx,Y(XﬂJ)GIXGhJ:1

m-k=1
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PDF conjunta: Exemplo

A PDF conjunta é dada por:

k, (x,y) € Circ(centro=(0,0),raio=1),
0, c.c,

fX,Y(X7y) = {

onde k é uma constante.

fx,v(%,Y)

_/oo_/oofx,Y(XﬂJ)GIXGhJ:1

m-k=1
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PDF conjunta: Exemplo

A PDF conjunta é dada por:

k, (x,y) € Circ(centro=(0,0),raio=1),
fx’v(w):{ (x,) € Circ( (0,0), raio=1)
0, c.c,
onde k é uma constante.
Portanto:
2,..2
—, X" +y“ <1,
fX,Y(Xay): Tt Y
0, c.c
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PDFs marginais: Definigao

Sejam X e Y duas VAs com PDF conjunta fx y.

As PDFs marginais de X e Y sdo dadas por

fx(x) = [: fx,y(x,y)dy

fy(y) = [: fx,y(x,y)dx
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PDFs marginais: Exemplo

Sejam X e Y duas VAs com PDF conjunta constante e diferente de zero
apenas na area sombreada abaixo.

Y
A

\J
®

Determine as PDFs marginais de X ede Y.
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PDFs marginais: Exemplo

J4 foi visto que a PDF conjunta ¢ dada por fx v (x,y) = L[x* +y? < 1].

s
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PDFs marginais: Exemplo

J4 foi visto que a PDF conjunta ¢ dada por fx v (x,y) = L[x* +y? < 1].

s

fx(x) = [: fx,v(x,y)dy
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PDFs marginais: Exemplo

J4 foi visto que a PDF conjunta ¢ dada por fx v (x,y) = L[x* +y? < 1].

fx(x) = [oo fx,v(x,y)dy

Casox<-loux>1:
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PDFs marginais: Exemplo

Ja foi visto que a PDF conjunta é dada por fx v(x,y) = [x +y?<1].

A
y=vI1-x? ¢

fx(x) = [: fx,v(x,y)dy

Casox<-loux>1:

Caso-1<x<1:

y:_‘/] —x2 [

y—m]
fX(X) _/ —1-x2 7'[

=§[\/1—x2
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PDFs marginais: Exemplo

Portanto:

2
— _~2 _
f(x) = I 1-x4, -1<x<1,

o

, c.C.
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PDFs marginais: Exemplo

Portanto:

fx(x) = 7%[\/] —xz[—1 <x<T]
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PDFs marginais: Exemplo

Portanto: 5
fx(x) = T—[\/1 -x2[-1<x<1]
A Tx(x)
2/m
1 ! » X
—1 1
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PDFs marginais: Exemplo

Portanto: 5
fx(x) = T—[\/1 -x2[-1<x<1]
A Tx(x)
2/m
1 ! » X
—1 1
Analogamente:
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Independéncia




Independéncia: Definigcao
Duas VAs X e Y sdo ditas ser (estatisticamente) independentes se

Px,y (%, ) = px (%) py(y) (caso discreto)
fx,v(x,y) = fx(x) fy (y) (caso geral)
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Independéncia: Definigcao

Duas VAs X e Y sdo ditas ser (estatisticamente) independentes se

Px,y (%, ) = px (%) py(y) (caso discreto)
fx,v(x,y) = fx(x) fy (y) (caso geral)

A conjunta se fatora no produto das marginais.
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Exemplo 1

Sejam U ~ DiscreteUniform(0,2) e V ~ Binomial(n=2,p= %) duas VAs
independentes.
B Determine as PMFs marginais de U e de V.

[ Determine a PMF conjuntade U e V.

Sejam X=U+VeY=UV.
Determine a PMF conjuntade X e Y.
El Determine as PMFs marginais de X e de Y.
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Exemplo 1

B Determine as PMFs marginais de U e de V.
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Exemplo 1

B Determine as PMFs marginais de U e de V.

U ~ DiscreteUniform(0, 2) V ~ Binomial(n=2,p=7)

Variaveis aleatérias conjuntamente distribuidas — Independéncia



Exemplo 1

B Determine as PMFs marginais de U e de V.

U ~ DiscreteUniform(0, 2) V ~ Binomial(n=2,p=7)

Tpu(u) pv(v)
% ______
le @ -- 4
3
le ) ..,
1
T T T > U T T T >V
0 1 2 0 1 2
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Exemplo 1

A Determine a PMF conjuntade Ul e V.
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Exemplo 1

A Determine a PMF conjuntade Ul e V.

U e Vindependentes — py v(u,v) =pu(u) pv(v).
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Exemplo 1

A Determine a PMF conjuntade Ul e V.

U e Vindependentes — py v(u,v) =pu(u) pv(v).

pu,v(u,v)
v=0 v=1 v=2|pu(w)
u=0 1/3
u=1 1/3
u=2 1/3
pvv) | 174 12 14 | 1
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Exemplo 1

A Determine a PMF conjuntade Ul e V.

U e Vindependentes — py v(u,v) =pu(u) pv(v).

pu,v(u,v)
v=0 v=1 v=2|pu(w)
w=0 | 1/12 1/6 1/12| 13
u=1 [ 1/12 1/6 1/12| 1/3
w=2 | 1/12 1/6 1/12| 1/3
pvv) | 174 12 14 | 1
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Exemplo 1

A Determine a PMF conjuntade Ul e V.

U e Vindependentes — py v(u,v) =pu(u) pv(v).

pu,v(u,v)
v=0 v=1 v=2|pu(w)
w=0 | 1/12 1/6 1/12| 13
u=1 [ 1/12 1/6 1/12| 1/3
w=2 | 1/12 1/6 1/12| 1/3
pvv) | 174 12 14 | 1

As linhas/colunas sdo multiplas umas das outras.
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Exemplo 1

Determine a PMF conjuntade X e Y.
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Exemplo 1

Determine a PMF conjuntade X e Y.

u v X Y Pr
0 0 0 0 1/12
0 1 1 0 2/12
0o 2 2 0 1/12
1 0 1 0 1/12
1T 201 2/12
12 3 2 1/12
2 0 2 0 1/12
21 3 2 2/12
2 2 4 4 1/12
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Exemplo 1

Determine a PMF conjuntade X e Y.

€4t Vv x v Pr px,y(x,y)

0 o0 0 0 1/12 _ _ _ _
0o 1 1 0 2/12 y=0 y=1 y=2 y=4
0 2 2 0 1/12 x=0 1/12 0 0 0

1 0 1 0 1/12 x=113/12 0 0 0
1 1 2 1 2/12

o] ]fu x=2|2/12 212 0 0
2 0 2 0 1/12 x =3 0 0 3/12 0
2 1 3 2 2/12 B

S P 112 x=4 0 0 0 1/12
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Exemplo 1

Fl Determine as PMFs marginais de X e de Y.
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Exemplo 1

Fl Determine as PMFs marginais de X e de Y.

Px,y (%, Y)
y=0 y=1 y=2 y=4|px(x)
x=0 [ 1/12 0 0 0
x=11{3/12 0 0 0
x=2 |2/12 2012 0 0
x=3 | 0 0o 3/12 0
x=4 | 0 0 0o 112
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Exemplo 1

Fl Determine as PMFs marginais de X e de Y.

px,y(x,Y)
y=0 y=1 y=2 y=4|px(x)
x=0 [ 1/12 0 0 0o | 112
x=11{3/12 0 0 0 | 3/12
x=2 |2/12 2012 0 0 | 4/12
x=3 | 0 0o 312 0 | 3/12
x=4 | 0 0 o 1/12| 112
py(y) | 6/12 2/12 3/12 1/12
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Exemplo 1

Fl Determine as PMFs marginais de X e de Y.

px,y(x,Y)
y=0 y=1 y=2 y=4|px(x)
x=0 [ 1/12 0 0 0o | 112
x=11{3/12 0 0 0 | 3/12
x=2 |2/12 2012 0 0 | 4/12
x=3 | 0 0o 312 0 | 3/12
x=4 | 0 0 o 1/12| 112
py(y) | 6/12 2/12 3/12 1/12| 1
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Exemplo 1

Fl Determine as PMFs marginais de X e de Y.

px,y(x,Y)
y=0 y=1 y=2 y=4|px(x)
x=0 [ 1/12 0 0 0o | 112
x=11{3/12 0 0 0 | 3/12
x=2 |2/12 2012 0 0 | 4/12
x=3 | 0 0o 312 0 | 3/12
x=4 | 0 0 o 1/12| 112
py(y) | 6/12 2/12 3/12 1/12| 1

X e Y sdo dependentes.
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Exemplo 1

Fl Determine as PMFs marginais de X e de Y.

A px(x) ? py(y)

6/12 + 6/12 -

5/12 + 5/12 —

412 4 412 4+

312 gy 3/12

212 2/12 4+

112 @ 1z
T T T T —» X T T T } —Y
0 1 2 3 4 0 1 2 3 4
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Exemplo 2

Sejam X e Y duas VAs com PDF conjunta dada por

-(x+y)

e , X,y >0,
f X,Y) =

x () {0, c.c.

B Determine as PDFs marginais de X e de Y.

A Sao X e Y dependentes ou independentes?
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Exemplo 2

fxy(x,y) = e W [x>0ay 2 0]

fXaY(X) y)
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Exemplo 2

B Determine as PDFs marginais de X e de Y.
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Exemplo 2

B Determine as PDFs marginais de X e de Y.

fx(x) = [: fx,y(x,y)dy
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Exemplo 2

B Determine as PDFs marginais de X e de Y.

(0= [ fxv(oy)dy

m Casox <O0:

y=o0
1 fx(x):f 0dy =0
Yy=—o00

>
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Exemplo 2

B Determine as PDFs marginais de X e de Y.

(0= [ fxv(oy)dy

m Casox >0:

>
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Exemplo 2

Portanto:

-X

e )
fx(x) = 0

>0
*=5 [ou seja, X ~ Exponential(1)]
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Exemplo 2

Portanto:
e ™, x>0, . .
fx(x) = [ou seja, X ~ Exponential(1)]
0, C.C.
Analogamente:

eV, y20,

[ou seja, Y ~ Exponential(1)]
0, C.C.

fy(y) ={
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Exemplo 2

Portanto:

e ™, x>0,

[ou seja, X ~ Exponential(1)]
0, C.C.

fx(x) = {

Analogamente:

Y, y20, :
fy(y) = {Z ’ 2 c [ou seja, Y ~ Exponential(1)]
b fx(x) 4 fy(y)
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Exemplo 2

@ Sao X e Y dependentes ou independentes?
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Exemplo 2

@ Sao X e Y dependentes ou independentes?

fx,y(x,y) = e_(’”y)[x >0Ay>0]
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Exemplo 2

@ Sao X e Y dependentes ou independentes?

fxy(x,y) =e W [x>0Ay>0]
= e—Xe—y [X > O] [y > 0]
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Exemplo 2

@ Sao X e Y dependentes ou independentes?

fxy(x,y) =e W [x>0ay>0]
= e—Xe—y [X > 0] [y > 0]
=e *[x>0]e Y[y >0]
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Exemplo 2

@ Sao X e Y dependentes ou independentes?

fx,y(x,y) = e_(’”y)[x >0Ay>0]
=e e V[x20][y>0]
=e *[x>0]e Y[y >0]
=fx(x) fy(y)
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Exemplo 2

@ Sao X e Y dependentes ou independentes?

fx,y(x,y) = e_(’”y)[x >0Ay>0]
=e e V[x20][y>0]
=e *[x>0]e Y[y >0]
=fx(x) fy(y)

Portanto, X e Y sdo independentes.
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Distribuicao condicional




Sejam X e Y duas VAs discretas definidas no mesmo experimento
probabilistico.
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Caso discreto

Sejam X e Y duas VAs discretas definidas no mesmo experimento
probabilistico.

A PMF condicional de X dado Y =y é definida por

Px,v(’% y)

px(x|Y=y)= v (D)

definida apenas se py(y) # 0.
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Caso discreto

Sejam X e Y duas VAs discretas definidas no mesmo experimento
probabilistico.

A PMF condicional de X dado Y =y é definida por

Px,v(’% y)

px(x|Y=y)= v (D)

definida apenas se py(y) # 0.

Como X se distribui sabendo que Y =y.
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Sejam X e Y duas VAs discretas definidas no mesmo experimento
probabilistico.

A PMF condicional de X dado Y =y é definida por

Px,v(’% y)

px(x|Y=y)= v (D)

)

definida apenas se py(y) # 0.

Notagdes alternativas

px(x|Y=Y) = pxjy=y(x) = pxjv(x|y)
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Exemplo

Considere o exemplo anterior (urna com 2R, 1G, 1B). Lembre-se que X é o
n° de bolas R e Y é o n° de bolas G, apds retiradas duas bolas. Foi visto
que a PMF conjunta de X e Y é dada por:

px,y(%,Y)

y=0 y=1|px(x)
x=0| 0 1/6 | 1/6
x=1 1|13 1/3 | 2/3
x=2 |16 0 | 1/6
pyv(y) | 1/2  1/2 1

Determine as PMFs condicionais de Y dado X = x, para x € {0, 1, 2}.
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pX,Y(X7y)
PY(U|X—X)—W
px,y(x,Y)
y=0 y=1|px(x) y=0 y=1
x=0| o 1/6 | 1/6
x=1 |13 13| 2/3
x=2 |16 o0 | 1/6
py(y) | 1/2 1/2 1
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pX,Y(an)
PY(U|X—0)—W
px,y(x,Y)
y=0 y=1]px(x) y=0 y-=1
x=0 0 1/6 1/6 py(y | X=0) 0 1
x=1 |13 13| 2/3
x=2 | 1/6 0 | 1/6
py(y) | 1/2  1)2 1
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py(y|X=1) = XY
px,y(x,Y)
y=0 y=1|px(x) y=0 y=1
x=0 0 1/6 1/6 py(y | X=0) 0 1
x = 13 1/3 | 2/3 py(y|X=1) [ 1/2 12
x=2 | 1/6 0 1/6
pv(y) | 1/2  1)2 1
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pX,Y(zay)
PY(U|X—2)—W
px,y(x,Y)
y=0 y=1]px(x) y=0 y-=1
x=0 0 1/6 1/6 py(y | X=0) 0 1
x=1 |13 13| 2/3 pyylX=1)] 1/2 12
x=2 | 1/6 0 | 1/6 py(y|X=2)| 1 0
py(y) | 1/2  1)2 1
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px.y(%,Y)
PY(U|X—X)—W
px.v(x,Y)
y=0 y=1|px(x) y=0 y=1
x=0 0 1/6 1/6 py(y | X=0) 0 1
x=1 |13 13| 23 py(y|X=1)| 172 1)2
x=2 1/6 0 1/6 py(y|X=2) 1 0
pv(y) | 1/2 1)2 1

Basta normalizar as linhas (ou as colunas).

Variaveis aleatérias conjuntamente distribuidas — Distribui¢do condicional



Variaveis aleatérias conjuntamente distribuidas — Distribui¢do condicional



Caso geral

Sejam X e Y duas VAs definidas no mesmo experimento probabilistico.
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Caso geral

Sejam X e Y duas VAs definidas no mesmo experimento probabilistico.

A PDF condicional de X dado Y =y é definida por

fx | Y =y) = 2,

definida apenas se fy(y) # 0.
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Caso geral

Sejam X e Y duas VAs definidas no mesmo experimento probabilistico.

A PDF condicional de X dado Y =y é definida por

fX,Y(va)

fX(X|Y:y): fY(y) )

definida apenas se fy(y) # 0.

Notacgdes alternativas

fx(x|Y=y) = fxv—y(x) = fxv(x]y)
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llustragcao

Corresponde a cortes (normalizados) na PDF conjunta.
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Exemplo

Sejam X e Y duas VAs com PDF conjunta constante e diferente de zero
apenas na area sombreada abaixo.

Y
A

\J
®

Determine a PDF condicional de X dado Y =y.
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fX,Y(va)

(x| Y= y) = 20

Ja foi visto: GeoGebra [£

1 2
fxy(x,y) = ;[XZH.JZ <1] e fy(y) = ~VI-y?[-1<y<T]
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https://www.geogebra.org/classic/racjagjy

fX,Y(va)

(x| Y= y) = 20

Ja foi visto: GeoGebra [£

1 2
fxy(x,y) = ;[XZH.JZ <1] e fy(y) = ~VI-y?[-1<y<T]

Casoy<-louy>1:

fx(x|Y=y) ndo esta definida!
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https://www.geogebra.org/classic/racjagjy

fX,Y(va)

(x| Y= y) = 20

Ja foi visto: GeoGebra [£

1 2
fxy(x,y) = ;[XZH.JZ <1] e fy(y) = ~VI-y?[-1<y<T]

Caso-1<y<T:
l[x2+y2S 1]
m [ +y? <]

217

fx(x|Y=y)=

=] =2
p Y
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https://www.geogebra.org/classic/racjagjy

fX,Y(va)

(x| Y= y) = 20

Ja foi visto: GeoGebra [£

1 2
fxy(x,y) = ;[XZH.JZ <1] e fy(y) = ~VI-y?[-1<y<T]

Caso-1<y<T:

fx(x|Y=y)=
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https://www.geogebra.org/classic/racjagjy

fX,Y(va)

(x| Y= y) = 20

Ja foi visto: GeoGebra [£

1 2
fxy(x,y) = ;[XZH.JZ <1] e fy(y) = ~VI-y?[-1<y<T]

Caso-1<y<T:

1
— T yZ<x</T-42,
_ap2
fx(x|Y=y)={2V1-Y

0, C.C.

Conclusdo: (X |Y =y) ~ Uniform([-/1-yZ,/1 -y2]).
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https://www.geogebra.org/classic/racjagjy

Relembrando a PDF marginal de X:

A

fx(x)
2/m
X
Q¥R P & QQQ NI
/ /S S
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Exemplos de casos particulares:

A
fx(x | Y =0)
0.5
RN > x
SR XL
/LSS
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Exemplos de casos particulares:

£y (x | Y = 0,5)

0,577
L — = > X
SRLIN] XLl
/S
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Exemplos de casos particulares:

A

fx(x Y =0,8)

0.833
—— e
SR XL
/LSS
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Exemplos de casos particulares:

A
fx(x| Y =0,95)
1 1
1 1
et R — > X
DRLIN] XLl
/S
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Exemplos de casos particulares:

fx(x[Y=T)

:
e} et > X
DRLIN] XLl
/S
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Independéncia revisitada

Para o caso discreto:

X e Y sdo independentes <= pxjy-y =Px Yy:py(y) #0
Para o caso geral:

X eY sdoindependentes <« fxy-, =fx Yy:fy(y)#0
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Independéncia revisitada

Para o caso discreto:

X e Y sdo independentes <= pxjy-y =Px Yy:py(y) #0
Para o caso geral:

X eY sdoindependentes <« fxy-, =fx Yy:fy(y)#0

Demonstragao:

fX(X | Y=y) _ fX,Y(va) _ fX(X) fY(y) _ fx(X). [

fy(y) fy(y)
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Exercicios propostos




Yates—Goodman

m 5.2.1. m 54.1. m 5.6.3.
m 524 m 542 m 56.7.
m 531 m 551, 7.5.6. m 743.
m 534 m 554, 757. m7.41.

Esboce sua resposta sempre que possivel.
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