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Revisao: Variavel aleatoria gaussiana




Definicao

Definicdo (revisao)

Uma variavel aleatéria X é dita ser gaussiana se

Carl Friedrich Gau
(1777-1855)
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Definicao

Definicdo (revisao)

Uma variavel aleatéria X é dita ser gaussiana se

fx(x) |58
X X) = ———e 20
V2mo?
onde:
B p=px = E[X] éamédia

m o2 = 0% = var[X] é a variancia

Carl Friedrich Gau
(1777-1855)
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Definicao

Definicdo (revisao)

Uma variavel aleatéria X é dita ser gaussiana se

fx(x) |58
X X) = e 20
V2mo?
onde:
B p=px = E[X] éamédia

m 0? = 0% = var[X] é a variancia

AR

Carl Friedrich Gau®

Notag&o: X ~ N(y, 0?) (1777-1855)
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llustragcao

fx(x)

A

Demonstracéo interativa: Site docente [
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https://nobrega.prof/demonstracoes/probability-distributions/

Gaussiana padrao

Definicao

A variavel aleatéria Z ~ N(0, 1) é chamada de gaussiana padrao.

fz(z)

A
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Funcéao @

A CDF da VA gaussiana padrao é dada por
z 1 z 2
Fz(z2)=Pr[Z<z] = fz(u)du=—— e W2 qu =
2(2)=Pr(z <] = [ fa(u)du=— [

fz(u)

D(z)
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Funcéao @

A CDF da VA gaussiana padrao é dada por
z 1 z 2
Fz(z)=Pr[Z<z]= | fz(u)du=—— [ e /2duzd(z
2(2)=Pr(z <] = [ fa(u)du=— [ (2)

fz(u)

D(z)
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Funcéao @

A CDF da VA gaussiana padrao é dada por

Fz(z) =Pr[Z<z] = [Z fz(u)du=

=l

fz(u)

D(z)
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Funcéao @

A CDF da VA gaussiana padrao é dada por

Fz(z) =Pr[Z<z] = [Z fz(u)du=

=l

fz(u)

D(z)

— u
z

Obs: Define-se também a funcdo Q(z) = 1 — ®(z), bastante
utilizada em sistemas de comunicagao digital.
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Probabilidade de um intervalo

Para a gaussiana padrao, Z ~ N(0,1):

Prla<Z<b] = ®(b) - D(a)
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Probabilidade de um intervalo

. X-
No caso geral, X ~ N(u, 0?), aplica-se 0 mapeamento Z = 2K
(0

Prla<X<b] = (D(b;H)_(D(a;”)
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Probabilidade de um intervalo

. X-
No caso geral, X ~ N(u, 0?), aplica-se 0 mapeamento Z = 2K
(0

Prla<X<b] = (D(b;H)_(D(a;”)

Demonstragao: Exercicio.
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Exemplo

Seja X ~ N(5,16).
B Determine a PDF de X.
B Determine Pr[7 < X < 12].
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X ~ N(5,16)

B Determine a PDF de X.
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X ~N(5,16)
B Determine a PDF de X.
x(x) = oo T
X\X) = e 20
2702
1 _ (x-5)%
= ——e 24
2742
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X ~ N(5,16)

[ Determine Pr[7 < X < 12].
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X ~ N(5,16)

[ Determine Pr[7 < X < 12].

Pr[7 <X <12]

o(2%)0(5)
D(7/4) - D(1/2)
0,9599 - 0,6915

0,2685
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Teorema central do limite

Teorema

Sob certas hipéteses, o somatdrio de n variaveis
aleatdrias independentes converge para uma
gaussiana, para n suficientemente grande.

Statistics of rolling dice: Academo [
Galton board: YouTube [

Galton board
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https://www.youtube.com/watch?v=EvHiee7gs9Y
https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Galton_box.jpg
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Definicao

Um vetor aleatdrio é dito ser gaussiano se toda combinacao linear de
seus elementos for uma variavel aleatéria gaussiana. Ou seja:

X =[X; - Xn]T é um VA gaussiano «—>
a; X7 + -+ anXn € uma VA gaussiana, Vay,...,an €R
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Definicao

Um vetor aleatdrio é dito ser gaussiano se toda combinacao linear de
seus elementos for uma variavel aleatéria gaussiana. Ou seja:

X =[X; - Xn]T é um VA gaussiano «—>
a; X7 + -+ anXn € uma VA gaussiana, Vay,...,an €R

As seguintes nomenclaturas sédo todas equivalentes:

m X=[X; - Xn]T é um VA gaussiano.
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Definicao

Um vetor aleatdrio é dito ser gaussiano se toda combinacao linear de
seus elementos for uma variavel aleatéria gaussiana. Ou seja:

X =[X; - Xn]T é um VA gaussiano «—>
a; X7 + -+ anXn € uma VA gaussiana, Vay,...,an €R

As seguintes nomenclaturas sédo todas equivalentes:

m X=[X; - Xn]T é um VA gaussiano.

m Xq,...,X, sdo VAs conjuntamente gaussianas.
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Definicao

Um vetor aleatdrio é dito ser gaussiano se toda combinacao linear de
seus elementos for uma variavel aleatéria gaussiana. Ou seja:

X =[X; - Xn]T é um VA gaussiano «—>
a; X7 + -+ anXn € uma VA gaussiana, Vay,...,an €R

As seguintes nomenclaturas sédo todas equivalentes:

m X=[X; - Xn]T é um VA gaussiano.
m Xq,...,X, sdo VAs conjuntamente gaussianas.

m X,...,X;, sdo distribuidas de acordo com a distribui¢cao gaussiana
multidimensional.
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Individualmente ndo implica conjuntamente

Atencao!

X1,X2,..., X conjuntamente gaussianas —
X7 gaussiana A X, gaussiana A --- A X, gaussiana

...mas a reciproca é falsa!
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Contraexemplo

Sejam X ~ N(0,1) e B ~ Bernoulli (§ ) independentes. Seja

+X, B=0,
X, B=1.

B Mostre que X e Y sao ambas VAs gaussianas.
@ Mostre que X e Y ndo sdo conjuntamente gaussianas.
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Contraexemplo

Sejam X ~ N(0,1) e B ~ Bernoulli (§ ) independentes. Seja

+X, B=0,
X, B=1.

B Mostre que X e Y sao ambas VAs gaussianas.
@ Mostre que X e Y ndo sdo conjuntamente gaussianas.

Intuigao:

X | 044 -0.83|-0.36|-0.97 |-1.17 0.35|-0.22|1.05 |-1.07 |-0.72 | -0.76 -0.62 | -0.86 | -0.47 | 0.87 -0.69 | 0.16 | -0.67
B| O 0 1 1 0 1 1 0 1 0 1 0 0 0 1 0 0 0
Y| 044 -083| 036 | 097 |-1.17 -0.35| 022 | 1.05| 1.07 | -0.72 | 0.76 -0.62 | -0.86 | -0.47 | -0.87 -0.69 | 0.16 | -0.67

~
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Contraexemplo

B Mostre que X e Y sdo ambas VAs gaussianas.

m X é gaussiana, pois

B Y é gaussiana, pois
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Contraexemplo

B Mostre que X e Y sdo ambas VAs gaussianas.

m X é gaussiana, pois estd dito no enunciado.

B Y é gaussiana, pois
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Contraexemplo

B Mostre que X e Y sdo ambas VAs gaussianas.

m X é gaussiana, pois estd dito no enunciado.
B Y é gaussiana, pois

fy(y) =fy(y|B=0)Pr[B=0] +fy(y|B=1) Pr[B=1]
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Contraexemplo

B Mostre que X e Y sdo ambas VAs gaussianas.

m X é gaussiana, pois estd dito no enunciado.
B Y é gaussiana, pois
fy(y) =fy(y|B=0)Pr[B=0] +fy(y|B=1) Pr[B=1]

—_—— —_——  —— —
1 1

2 2
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Contraexemplo

B Mostre que X e Y sdo ambas VAs gaussianas.

m X é gaussiana, pois estd dito no enunciado.
B Y é gaussiana, pois

fy(y)=fy(y|B=0) Pr[B=0] +fy(y|B=1) Pr[B=1]
—_—— —_——

Lo i
V2
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Contraexemplo

B Mostre que X e Y sdo ambas VAs gaussianas.

m X é gaussiana, pois estd dito no enunciado.
B Y é gaussiana, pois

fy(y)=fy(y|B=0) Pr[B=0] +fy(y|B=1) Pr[B=1]
—_—— —_——

LY 3 1Y ES
\/Zne \/Zwe
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Contraexemplo

B Mostre que X e Y sdo ambas VAs gaussianas.

m X é gaussiana, pois estd dito no enunciado.
B Y é gaussiana, pois
fy(y) =fy(y|B=0)Pr[B=0] +fy(y|B=1) Pr[B=1]

—_—— —_——
2 1 2 1

=1 e_lzL 2 =l e_}ZL 2
V2 V2
Ty
= e 2
V271
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Contraexemplo

B Mostre que X e Y sdo ambas VAs gaussianas.

m X é gaussiana, pois estd dito no enunciado.
B Y é gaussiana, pois
fy(y) =fy(y|B=0)Pr[B=0] +fy(y|B=1) Pr[B=1]

—_—— —_——
2 1 2 1

1 -5 2 1 -5 2
\/Zne 2 \/Z’Tl'e 2
Ty
= e 2
V271

Obs: X e Y sdo identicamente distribuidas. Sdo independentes?
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Contraexemplo

B Mostre que X e Y ndo sdo conjuntamente gaussianas.
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Contraexemplo

B Mostre que X e Y ndo sdo conjuntamente gaussianas.

Basta encontrar uma combinagao linear de X e Y que nao seja
uma VA gaussiana.
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Contraexemplo

B Mostre que X e Y ndo sdo conjuntamente gaussianas.

Basta encontrar uma combinagao linear de X e Y que nao seja
uma VA gaussiana.

Por exemplo, W = X +Y:
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Contraexemplo

@ Mostre que X e Y ndo sdo conjuntamente gaussianas.

Basta encontrar uma combinagao linear de X e Y que nao seja
uma VA gaussiana.

Por exemplo, W = X +Y:

2X, B=0,
0, B=1.

X 044 |-083 -036|-0.97|-117 | 0.35 -0.22 | 1.05|-1.07 | -0.72 | -0.76 | -0.62 | -0.86 | -0.47 0.87 | -0.69 0.16 | -0.67
B 0 0 1 1 0 1 1 0 1 0 1 0 0 0 1 0 0 0
T 044 |-083 036 | 097 | -117 [-0.35 022 |1.05| 1.07 |-0.72 | 0.76 | -0.62 | -0.86 | -0.47 -0.87 | -0.69 0.16 | -0.67
W 0.88 | -1.66 0 0 |-234| 0 0 |210| 0 |-144| O <124 | 172 | -094 0 -1.38 032 | 1.34
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Contraexemplo

B Mostre que X e Y ndo sdo conjuntamente gaussianas.

Basta encontrar uma combinagao linear de X e Y que nao seja
uma VA gaussiana.

Por exemplo, W = X +Y:

wo [ B=0,
0, B=1.

f (W) = fw (w | B = 0) Pr[B = 0] + fyy(w |B = 1) Pr[B = 1]

1
2

Nl=
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Contraexemplo

B Mostre que X e Y ndo sdo conjuntamente gaussianas.

Basta encontrar uma combinagao linear de X e Y que nao seja
uma VA gaussiana.

Por exemplo, W = X +Y:

wo [ B=0,
0, B=1.

f (W) = fw (w | B = 0) Pr[B = 0] + fyy(w |B = 1) Pr[B = 1]

N

1 —w? 1 1
e 24 2 2
24

Vetores aleatérios gaussianos — Defini¢do: Vetor aleatério gaussiano



Contraexemplo

B Mostre que X e Y ndo sdo conjuntamente gaussianas.

Basta encontrar uma combinagao linear de X e Y que nao seja
uma VA gaussiana.

Por exemplo, W = X +Y:

wo [ B=0,
0, B=1.

f (W) = fw (w | B = 0) Pr[B = 0] + fyy(w |B = 1) Pr[B = 1]

135 2 ) 2
274

N
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Contraexemplo

B Mostre que X e Y ndo sdo conjuntamente gaussianas.

Basta encontrar uma combinagao linear de X e Y que nao seja
uma VA gaussiana.

1T 1 w2 ]
fW(W) = zﬁe + z

27

5(w)

fw(W)

N

N[—=
(N|

/\
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Propriedades

Um VA gaussiano X é completamente especificado por seu vetor
média fiy, = [i e sua matriz covariancia Cy, = C.

Notagdo: X ~ N(fi, C).

Vetores aleatérios gaussianos — Definigdo: Vetor aleatério gaussiano



Propriedades

Um VA gaussiano X é completamente especificado por seu vetor
média fiy, = [i e sua matriz covariancia Cy, = C.

Notagdo: X ~ N(fi, C).
Transformacao linear afim. (Segue da prdpria definigéo.)

X~N =— AX+b ~N
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Propriedades

Um VA gaussiano X é completamente especificado por seu vetor
média fiy, = [i e sua matriz covariancia Cy, = C.

Notagdo: X ~ N(fi, C).

Transformacao linear afim. (Segue da prdpria definigéo.)

X~N =— AX+b ~N

Condicionamento. (N&o serd demonstrado.)
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Propriedades

Um VA gaussiano X é completamente especificado por seu vetor
média fiy, = [i e sua matriz covariancia Cy, = C.

Notagdo: X ~ N(fi, C).
Transformacao linear afim. (Segue da prdpria definigéo.)
X~N =— AX+b ~ N

Condicionamento. (N&o serd demonstrado.)

I ¢
X=|22
Xb

B Independéncia < descorrelagao. (Demonstragdo mais adiante.)
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Distribuicao multidimensional




PDF da distribuicdo gaussiana multidimensional

Teorema

Seja X ~ N({i, C), com det C # 0. A PDF de X é dada por

o (%) - (-5 (-WTC - R).

1
a—————————1C
/(@2 det C

Observagcao. Paraocason=1,tem-se:
X = [X] fi=[u] C =[0?] det C = o2 c ' =[1/0%]

Portanto, recai-se na férmula ja conhecida:

fx(%) = \/ﬁ exp (—%[X— u][%][x— u]) = FG_T
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Demonstracao: Independéncia < Descorrelagao

Relembrando...

Para VAs Xy, ... Xy quaisquer:

Xi,...Xn independentes =— Xj,...X, descorrelacionadas
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Demonstracao: Independéncia < Descorrelagao

Para VAs X, ... X, conjuntamente gaussianas:

X1,...Xn independentes <= Xj,...X, descorrelacionadas
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Demonstracao: Independéncia < Descorrelagao

Para VAs X, ... X, conjuntamente gaussianas:

X1,...Xn independentes <= Xj,...X, descorrelacionadas

Demonstragao: (Paran =2 e médias nulas, por simplicidade.)
Sejam X e Y duas VAs conjuntamente gaussianas de média zero.

Se X e Y sao descorrelacionadas, entéo cov[X, Y] = 0, de modo que

b )

Vetores aleatérios gaussianos — Distribuicdo multidimensional



Independéncia x Descorrelagao

Temos:
-1
o2 0 o2 0 1/0% 0
detl OX 2= 0%0s e OX 21 71 X a2 |
Y Y Y

Portanto:

fx,y(x,y) =

1 1 /0% 0 |]|x
V(oo e""(‘i[" ”][ 0 wlu)
)
) el )
N 20%) \famos 202

= fx(X) fy(y) O
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Exemplo

Seja X = [X Y Z]™ um VA gaussiano de média nula e matriz covariancia

(@]

X

Il
S W W
S O W
a © O

B Determine a PDF de X.

[ Seja W = X +2Y - Z +5. Determine a PDF de W.
Determine a PDF condicional de X dado que Y = 1.
El Determine Pr[0 <X <1|Z =3].
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B Determine a PDF de X.
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B Determine a PDF de X.

X ~ N

o O O
oS W W
oS G W
o © O

Férmula da gaussiana multidimensional:

1 1
fo (X =—exp(—— x-i)TC ' (x-i )
% (%) Gordeic 5 (X~ H) (X-1)
Temos:
] 5 -3 0
detC=36 e c”:g -3 3 o0l.
0 0 1
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B Determine a PDF de X.

Férmula da gaussiana multidimensional:

~ 1 1 .
fo (X :—exp(——x—uTC x—p).

x() (2m)™ det C AT

Portanto:
: : : 5 =3 0f|x
f(x,Y,2) = ————=exp ——[x y z]— -3 3 0f|y
3 2 6

(271)3(36) o o 1llz

="' & 11—2 [5x%+3y2+z2-6xy] )

vV (27)3(36)

Vetores aleatérios gaussianos — Distribuicdo multidimensional



[ SejaW =X +2Y - Z+5. Determine a PDF de W.
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[ SejaW =X +2Y - Z+5. Determine a PDF de W.
W é gaussiana. [Por qué?]

Portanto, basta determinar média e variancia.
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[ SejaW =X +2Y - Z+5. Determine a PDF de W.

Podemos escrever:

X
W] =[1 2 1] ||+ [5]
= — |z ——
w A >
N——
X
Portanto:
iy, = Afig +b
T
Cyi, = ACxA
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[ SejaW =X +2Y - Z+5. Determine a PDF de W.

Vetor média de W = [W]:

iy, = Afig +b = [1 2 —1]8 +[5] = [5]
0 |
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[ SejaW =X +2Y - Z+5. Determine a PDF de W.

Vetor média de W = [W]:

iy, = Afig +b = [1 2 —1]8 +[5] = [5]
0 !

Vetores aleatérios gaussianos — Distribuicdo multidimensional



[ SejaW =X +2Y - Z+5. Determine a PDF de W.

Vetor média de W = [W]:

0
iy, = Afig +b = [1 2 -1]fo| + [5] = [5]
0 !
Hw
Matriz covariancia de W = [W]:
330
Cy = ACRAT = [1 2 —1]|3 5 of| 2| = [41]
00 6||-1 !
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[ SejaW =X +2Y - Z+5. Determine a PDF de W.

Vetor média de W = [W]:

0
iy, = Afig +b = [1 2 -1]fo| + [5] = [5]
0 !
Hw
Matriz covariancia de W = [W]:
330
Cy = ACRAT = [1 2 —1]|3 5 of| 2| = [41]
00 6||-1 !
oty
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[ SejaW =X +2Y - Z+5. Determine a PDF de W.

Conclusdo: W ~ N(5,41).
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[ SejaW =X +2Y - Z+5. Determine a PDF de W.
Conclusdo: W ~ N(5,41).

Portanto:
1 _(w-5)?

fw(w) = ——e" 241

V24
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Determine a PDF condicional de X dado que Y = 1.
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Determine a PDF condicional de X dado que Y = 1.

Temos:
fX,Y (X, 1 )

fx(X|Y=1)=W
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Determine a PDF condicional de X dado que Y = 1.

Temos: fxy(x,1)
fx(X|Y:]):%
Numerador:
BER(B)
~ N ,
Y 0’13 5
1 1 1 5 -3 X
fxy(x,1) = (ZW)Z(QGXP(_Z[X ]El_3 3]{1])
V@oe V2T 6
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Determine a PDF condicional de X dado que Y = 1.

Temos: by (1)
_ XY X,
fX(X|Y_])_ fY(])
Denominador:
Y ~ N(0,5)
1 1 1
fy(1) = —— B
R o Te *»(3°5)
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Determine a PDF condicional de X dado que Y = 1.
Temos:
fX,Y(xa ])

fx(X|Y=1)=W

Portanto:

1 ( 1 5x2—6x+3)
exp|-= - ——F——

\/ 2 6
fx(x|Y=1) = (2”)2(6)1 —
Vol )

1.25x2—30x+9)

1
NBICE) exp(‘z 30
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Determine a PDF condicional de X dado que Y = 1.

Finalmente:

fx(X|Y=1)

1 25x2—30x+9)

1
V@0 (6)5) eXp(_Z 30

I B (4.%)
NGO

2 6/5
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Determine a PDF condicional de X dado que Y = 1.

Finalmente:

fx(X|Y=1)

1 25x2—3ox+9)

1
V@0 (6)5) eXp(_Z 30

I B (J.M)
NGO

2 6/5

Conclusdo: X | Y=1 ~ N(%,g)
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Determine a PDF condicional de X dado que Y = 1.

Finalmente:

fx(X|Y=1)

1 25x2—3ox+9)

1
V@0 (6)5) eXp(_Z 30

I B (J.M)
NGO

2 6/5

Conclusdo: X | Y=1 ~ N(%,g)

Lembrando: X ~ N(0,3)
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Fl Determine Pr[0< X< 1|Z=3].
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Fl Determine Pr[0< X< 1|Z=3].

Temos:

(conj. gauss.)

cov[X,Z] =0 — X, Z independentes
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Fl Determine Pr[0< X< 1|Z=3].

Temos:

(conj. gauss.)

cov[X,Z] =0 — X, Z independentes

Portanto:
Prl0<X<1]|Z=3] = Pr[0< X< 1]
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Fl Determine Pr[0< X< 1|Z=3].

Temos:

(conj. gauss.)

cov[X,Z] =0 — X, Z independentes

Portanto:
Prl0<X<1]|Z=3] = Pr[0< X< 1]

Lembrando que X ~ N(0, 3), temos:

Prl0<X<1] = qb(ﬂ)—cb(ﬂ) = 0,2181
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Exercicios propostos




Yates—Goodman

m 4.6.1. m 851"
m 4.6.6. m 852
m 5.9.1. m 8537
m 59.5. m 85.7.

*Desconsidere a matriz correlagéo.

Esboce sua resposta sempre que possivel.
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