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Introducao




Definicao

Um PE X(t) é dito ser estacionario no sentido amplo (ESA) se

m A fungdo média nx(t) ndo depende de t.

m A fung@o autocovariancia Cx(t,t2) depende de t; e t, apenas
através da diferenca t = t, - t1, e ndo dos instantes absolutos.
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Definicao

Um PE X(t) é dito ser estacionario no sentido amplo (ESA) se

m A fungdo média nx(t) ndo depende de t.

m A fung@o autocovariancia Cx(t,t2) depende de t; e t, apenas
através da diferenca t = t, - t1, e ndo dos instantes absolutos.

Como consequéncia, define-se

ux = pux(t)  Cx(1) =Cx(t,t+71)  o% = Cx(0)
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Definicao

Um PE X(t) é dito ser estacionario no sentido amplo (ESA) se
m A fungdo média nx(t) ndo depende de t.

m A fung@o autocovariancia Cx(t,t2) depende de t; e t, apenas
através da diferenca t = t, - t1, e ndo dos instantes absolutos.

Como consequéncia, define-se

ux = pux(t)  Cx(1) =Cx(t,t+71)  o% = Cx(0)

No caso de tempo discreto, (t) - [n] e (1) — [{].
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Propriedades da fung¢ao autocovariancia

Seja X(t) um processo ESA com fungéo autocovariancia Cx ().
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Propriedades da fung¢ao autocovariancia

Seja X(t) um processo ESA com fungéo autocovariancia Cx ().

Fungao par
Cx(7) = Cx(-7)
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Propriedades da fung¢ao autocovariancia

Seja X(t) um processo ESA com fungéo autocovariancia Cx ().

Fungao par
Cx(7) = Cx(-7)

Valor na origem
Cx(0) = 0%
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Propriedades da fung¢ao autocovariancia

Seja X(t) um processo ESA com fungéo autocovariancia Cx ().

Fungao par
Cx(7) = Cx(-7)

Valor na origem
Cx(0) = 0%

Faixa de valores (desigualdade de Cauchy-Schwarz)

-0% < Cx(T) < 0%

Processos estocasticos estaciondrios no sentido amplo - Introdugao



Exemplo revisitado: Sinal representando dois bits

Considere um PE X(t) dado por

X(t) = Byrect(t-0,5)+Barect(t-1,5)

onde By, B ' Uniform({0,1}).
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Exemplo revisitado: Sinal representando dois bits

Ja foi mostrado que

ax(=3[0st<2] e Cx(titz)={ltr]) = [ta]]
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Exemplo revisitado: Sinal representando dois bits

Ja foi mostrado que

ax(=3[0st<2] e Cx(titz)={ltr]) = [ta]]
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Portanto, X(t) ndo é ESA.

Processos estocasticos estaciondrios no sentido amplo — Introdugao



Exemplo revisitado: Cosseno com fase aleatéria

Considere o PE dado por

X(t) = acos(2mfot—©) + b,

em que a, b e fp sdo constantes e © ~ Uniform(-m, 7).
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Exemplo revisitado: Cosseno com fase aleatéria

Ja foi mostrado que

ux(t)=b e  Cx(ti,t2) = 2a%cos(2mfo(tz - t1))
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Exemplo revisitado: Cosseno com fase aleatéria

Ja foi mostrado que

ux(t)=b e  Cx(ti,t2) = 2a%cos(2mfo(tz - t1))

Portanto, X(t) € ESA e podemos escrever

ux =b e Cx(7) = %az cos(2mtfoT)
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Exemplo revisitado: Sinalizagdo AMI

Seja B[n] i Bernoulli(1/2) uma sequéncia de bits aleatdrios. Seja

0 B[n]=0
X[n] — ) Se [n] ?
+1, alternadamente, se B[n] =1.
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Exemplo revisitado: Sinalizagdo AMI

Ja foi mostrado que

+%, sény =ny,
ux[n]=0 e  Cx[m,nz] = {-1, seny=n;=1,
0, C.C.
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Exemplo revisitado: Sinalizagdo AMI

Ja foi mostrado que

+%, sény =ny,
ux[n]=0 e  Cx[m,nz] = {-1, seny=n;=1,
0, C.C.

Portanto, X[n] é ESA e podemos escrever

ux=0 e  Cx[(]=28[¢]-F8[t—1]-15[t+1]

N|—=
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Exemplo: Filtragem FIR

Seja X[n] e N(0,1) uma sequéncia aleatdria. Defina

Y[n]=X[n]+X[n-1].

B Determine a fungdo média e a fungéo autocovariancia de X[n].
Conclua que X[n] é ESA.

B Determine a fungdo média e a fungéo autocovariancia de Y[n].
Conclua que Y[n] também é ESA.

Quando conveniente, usaremos X;, no lugar de X[n].

Processos estocasticos estaciondrios no sentido amplo - Introdugao



Exemplo: Filtragem FIR

Exemplo de sequéncias-amostra:

n

n
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Exemplo: Filtragem FIR

H Determine a fungdo média e a fungéo autocovariancia de X[n].
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Exemplo: Filtragem FIR

H Determine a fungdo média e a fungéo autocovariancia de X[n].

Xn = X[n] 9 N(0,1)
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Exemplo: Filtragem FIR

H Determine a fungdo média e a fungéo autocovariancia de X[n].

Xn = X[n] 9 N(0,1)

Fungao média:
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Exemplo: Filtragem FIR

H Determine a fungdo média e a fungéo autocovariancia de X[n].
Xn = X[n] 9 N(0,1)

Fungao média:

Fungao autocovariancia:

1, mi=n,
Cx[ni1,n2] = cov[Xn,,Xn,] = {0 o
’ 1 2
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Exemplo: Filtragem FIR

H Determine a fungdo média e a fungéo autocovariancia de X[n].

Xn = X[n] 9 N(0,1)

-3 -2 —1 1 2 3
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Exemplo: Filtragem FIR

A Determine a fungdo média e a fungéo autocovariancia de Y[n].
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Exemplo: Filtragem FIR

A Determine a fungdo média e a fungéo autocovariancia de Y[n].

Fungao média:
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Exemplo: Filtragem FIR

A Determine a fungdo média e a fungéo autocovariancia de Y[n].
Fungao média:

wy[n] = E[Yn]

I
=
X
3
+
et
0
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Exemplo: Filtragem FIR

A Determine a fungdo média e a fungéo autocovariancia de Y[n].
Fungao média:

wy[n] = E[Yn]
E[Xn ar Xn_] ]

E[Xn] +E[Xna]
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Exemplo: Filtragem FIR

A Determine a fungdo média e a fungéo autocovariancia de Y[n].
Fungao média:

wy[n] = E[Yn]
E[Xn ar Xn_] ]

E[Xn] +E[Xna]
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Exemplo: Filtragem FIR

A Determine a fungdo média e a fungéo autocovariancia de Y[n].
Fungao autocovariancia:

Cy[TH ,le] = COV[Yn1 ,Ynz]
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Exemplo: Filtragem FIR

A Determine a fungdo média e a fungéo autocovariancia de Y[n].
Fungao autocovariancia:

Cy[TH ,le] = COV[Yn1 ,Ynz]

= E[Yn,Yn,] - EP¥T EfY; T
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Exemplo: Filtragem FIR

A Determine a fungdo média e a fungéo autocovariancia de Y[n].
Fungao autocovariancia:

E[Yqunz] - MM
E[(Xn1 ar Xn]_1 )(an Tr an_] )]
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Exemplo: Filtragem FIR

A Determine a fungdo média e a fungéo autocovariancia de Y[n].
Fungao autocovariancia:
Cy[ni,mz2] = cov[Yn,,Yn,]
E[Yn, Yn,] - EP¥ T EST
E[(Xn; + Xny-1) (Xn, + Xn,-1)]
E[Xn; Xn, ] + E[Xn, Xn,-1] + E[Xn, 21 Xn, | + E[Xn, 21 Xn,-1]
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Exemplo: Filtragem FIR

A Determine a fungdo média e a fungéo autocovariancia de Y[n].
Fungao autocovariancia:
Cy[ni,mz2] = cov[Yn,,Yn,]
E[Yn, Yn,] - EP¥ T EST
E[(Xn; + Xny-1) (Xn, + Xn,-1)]
E[Xn; Xn, ] + E[Xn, Xn,-1] + E[Xn, 21 Xn, | + E[Xn, 21 Xn,-1]

Cx[ni,n2]+ Cx[ny,m2-1]+ Cx[n1-1,n2] + Cx[ny-1,n,-1]
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Exemplo: Filtragem FIR

A Determine a fungdo média e a fungéo autocovariancia de Y[n].
Fungao autocovariancia:
Cy[ni,mz2] = cov[Yn,,Yn,]
E[Yn, Yn,] - EP¥ T EST
E[(Xn; + Xny-1) (Xn, + Xn,-1)]
E[Xn; Xn, ] + E[Xn, Xn,-1] + E[Xn, 21 Xn, | + E[Xn, 21 Xn,-1]

Cx[ni,n2]+ Cx[ny,m2-1]+ Cx[n1-1,n2] + Cx[ny-1,n,-1]

Cx[l] + Cx[-1] + Cx[€+1] + Cx[¢]
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Exemplo: Filtragem FIR

A Determine a fungdo média e a fungéo autocovariancia de Y[n].
Fungao autocovariancia:
Cy[ni,mz2] = cov[Yn,,Yn,]
E[Yn, Yn,] - EP¥ T EST
E[(Xn; + Xny-1) (Xn, + Xn,-1)]
E[Xn; Xn, ] + E[Xn, Xn,-1] + E[Xn, 21 Xn, | + E[Xn, 21 Xn,-1]

Cx[ni,n2]+ Cx[ny,m2-1]+ Cx[n1-1,n2] + Cx[ny-1,n,-1]

Cx[l] + Cx[-1] + Cx[€+1] + Cx[¢]

25[€] +0[€-1] +B[€+1]
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Exemplo: Filtragem FIR

A Determine a fungdo média e a fungéo autocovariancia de Y[n].
Portanto, Y[n] é ESA com:

ny =0 e  Cy[l] = 25[€] +5[¢-1]+56[¢+1]

Cyle]

2

1

—3 =2 —1 1 2 3
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Parénteses
Estacionariedade no sentido estrito




Definicao

Um PE X(t) é dito ser estacionario no sentido estrito (ESE) se

4

X(ty),...,X(tk) X(ty +u),..., X(te +u),

quaisquer que sejam o inteiro k, os instantes tq,...,tyx, e o lapso u,
onde = denota igualdade em distribuicdo (mesma PDF, PMF, etc.).

/ / / / t
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Definicao

Um PE X(t) é dito ser estacionario no sentido estrito (ESE) se

4

X(ty),...,X(tk) X(ty +u),..., X(te +u),

quaisquer que sejam o inteiro k, os instantes tq,...,tyx, e o lapso u,
onde = denota igualdade em distribuicdo (mesma PDF, PMF, etc.).

Equivalentemente:

m A PDF de 12 ordem fx ) (x) néo depende de t.

m A PDF de 22 ordem fx ¢, ,)(x1,%2) depende de t; e t, apenas
através da diferenga t = t, — t1, € ndo dos instantes absolutos.

m Etc.
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Relacao entre estacionariedades

Teorema

ESE — ESA

¢) Masa reciproca é falsa!
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Contraexemplo

Exemplo: Processo estocastico do carnaval

Seja X[n] uma sequéncia de VAs i.i.d. que assumem o valor 2 com
probabilidade 1 e o valor -3 com probabilidade 2. Seja Y[n] a sequéncia

aleatéria
¥[n] = (-1)"X[n]

B Mostre que Y[n] ndo é ESE.
[ Mostre que Y[n] é ESA.
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Contraexemplo

HE Mostre que Y[n] ndo é ESE.

Y[n] = (-1)"X[n]
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Contraexemplo

HE Mostre que Y[n] ndo é ESE.

Y[n] = (-1)"X[n]
Para n par:

Pym(y)

il
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Contraexemplo

HE Mostre que Y[n] ndo é ESE.

Y[n] = (-1)"X[n]

Para n par: Para n impar:
Pymi(y) Pymi(y)
4 4
5 5
; !

™ T >y T [T > Y
_1 2 —2 1

2 2

Processos estocasticos estacionarios no sentido amplo — Estacionariedade no sentido estrito




Contraexemplo

HE Mostre que Y[n] ndo é ESE.

Y[n] = (-1)"X[n]

Para n par: Para n impar:
Pymi(y) Pymi(y)
4 4
5 5
! !

™ T >y T [T > Y
_1 2 —2 1

2 2

Portanto, a PMF de 12 ordem de Y[n] depende de n.
Sendo assim, ndao pode ser ESE.
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Contraexemplo

A Mostre que Y[n] é ESA.
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Contraexemplo

A Mostre que Y[n] é ESA.

Para n par:

Pym(y)

Gl

N=

Para n impar:

Py ()

Gil—
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Contraexemplo

A Mostre que Y[n] é ESA.

Para n par:

Pym(y)

Gl

Para n impar:

Py (y)
4
5
%
T [T >y
-2 1
2
n par
= 0, Vn v
n impar
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Contraexemplo

A Mostre que Y[n] é ESA.

Para n par: Para n impar:
Pymi(y) Pymi(y)
4 4
5 5
1 1
™ > T >y T > [T > Y
_1 2 —2 1
2 2
Variancia de Y[n]:
(—%)2%+(2 21 nopar
var[Y[n]] = E[Y[n]?] = = 1, vn

! (—2)2%+(%)2§, n impar
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Contraexemplo

A Mostre que Y[n] é ESA.

Para n par: Para n impar:
Pymi(y) Pymi(y)
4 4
5 5
; ]
™ T >y T [T > Y
_1 2 —2 1
2 2
Fungao autocovariancia:
var[Y[n]], ny=mnz=n

Cy[ni,mn2] =
COV[Y[TL] ],Y[nz]], ny #my
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Contraexemplo

A Mostre que Y[n] é ESA.

Para n par:

Pym(y)

Gl

Fungao autocovariancia:

Cy[ni,nz] =

Para n impar:

Pymi(y)
4
5
%
T [T >y
-2 1
2
ny =ny
v
ny +#ny

Processos estocasticos estacionarios no sentido amplo — Estacionariedade no sentido estrito




Contraexemplo

A Mostre que Y[n] é ESA.

Para n par: Para n impar:
Pymi(y) Pymi(y)
4 4
5 5
1 :

™ T >y T [T > Y
_1 2 —2 1

2 2

Portanto, Y[n] é ESA com:

wy =0 e  Cy[t] = 3[¢]
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Analise no dominio da frequéncia




Revisao: Teoria de Fourier

Seja x(t) um sinal deterministico.

A transformada de Fourier de x(t) é dada por

(F) = F{x(t)} = f T x(t)e It gt

A transformada de Fourier inversa de x(f) é dada por

x(t) = FH&(F)) = f T R(F)2t g

J.-B. Joseph Fourier
(1768-1830)

Diz-se que x(t) e x(f) sdo pares transformados de Fourier.
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Densidade espectral de poténcia

Seja x(t) um sinal deterministico.

A densidade espectral de poténcia de x(t) é definida por
LI
Sx(f) = lim <[xr (R,

onde x7(f) = F{x7(t)} e xr(t) € uma versdo de x(t) truncada ao
intervalo [-T/2,T/2].
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Densidade espectral de poténcia

Seja X(t) um processo estocastico ESA.

A densidade espectral de poténcia de X(t) é definida por
. L
Sx(f) = Jim E| 7Xr(DF].

onde X1(f) = F{Xt(t)} e X1 (t) é uma vers&o de X(t) truncada ao
intervalo [-T/2,T/2].
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Densidade espectral de poténcia

A densidade espectral de poténcia é tal que a poténcia de X(t) na faixa
de frequéncia [fy,f,] é dada por

f
P2 [ sx(nar
1

Sx(f)

A

-f,  -f f1 2
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Propriedades da densidade espectral de poténcia

Seja X(t) um processo ESA com densidade espectral de poténcia Sx(f).
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Propriedades da densidade espectral de poténcia

Seja X(t) um processo ESA com densidade espectral de poténcia Sx(f).

Funcgao real
Im{Sx(f)} =0
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Propriedades da densidade espectral de poténcia

Seja X(t) um processo ESA com densidade espectral de poténcia Sx(f).

Funcgao real
Im{Sx(f)} =0

Fungao par
Sx(f) = Sx(-f)
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Propriedades da densidade espectral de poténcia

Seja X(t) um processo ESA com densidade espectral de poténcia Sx(f).

Funcgao real
Im{Sx(f)} =0

Fungao par
Sx(f) = Sx(-f)

Funcao nao-negativa
Sx(f) >0
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Teorema de Wiener—Khinchin

Seja X(t) um processo estocastico ESA.

Teorema

Sx(f)

-FT{CX(T) + Hi}

ou

Cx(1) = FYSx(f)} - uk

Ou seja, as fungbes autocovariancia e densidade espec-
tral de poténcia sao pares transformados de Fourier, a
menos de um termo constante.
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Poténcia média de um PE ESA

Seja X(t) um processo estocastico (real) ESA.

A poténcia média de X(t), denotada por Py, é definida por
Px = E[X*(1)].

Note que Px é uma constante, pois X(t) € ESA.

X(t)V <+> 10
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Poténcia média de um PE ESA

Teorema

A poténcia média pode ser calculada no dominio do tempo por

Px = Cx(0)+u%k

ou no dominio da frequéncia por

Py = /wSX(f)df.

A férmula no dominio do tempo é comumente escrita como

2 2
Px = ox + ux
— —

poténciaAC poténciaDC
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Poténcia média de um PE ESA

Demonstragao: (férmula no dominio do tempo)
Tem-se que

Px = E[X*(1)]
var [X(t)] + i
cov [X(£), X(8)] + 1
Cx(0) + k-
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Poténcia média de um PE ESA

Demonstragao: (férmula no dominio da frequéncia)

Do teorema de Wiener—Khinchin e da definicdo da transformada inversa,
Cx(+ik = FUSx(D} = [ sx(BeTar,
Substituindo t = 0, deduz-se que

cx@+uk = [ sx(nat

O resultado segue da férmula no dominio do tempo. Ol
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Exemplo: Cosseno com fase aleatéria

Considere o PE dado por

X(t) = acos(2mfot—©) + b,

em que a, b e fp sdo constantes e © ~ Uniform(-m, ).

Processos estocasticos estacionarios no sentido amplo — Anélise no dominio da frequéncia



Exemplo: Cosseno com fase aleatéria

Considere o PE dado por

X(t) = acos(2mfot—©) + b,

em que a, b e fp sdo constantes e © ~ Uniform(-m, ).

Ja foi visto:
m Média: ux =b
m Fungao autocovariancia: Cx(t) = %az cos(2mfoT)
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Exemplo: Cosseno com fase aleatéria

Assim, a densidade espectral de poténcia é

Sx(f)
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Exemplo: Cosseno com fase aleatéria

Assim, a densidade espectral de poténcia é

sx(f) = F{Cx(v) + 1k}
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Exemplo: Cosseno com fase aleatéria

Assim, a densidade espectral de poténcia é
sx(f) = F{Cx(v) + 1k}

f{%az cos(2mfoT) + bz}
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Exemplo: Cosseno com fase aleatéria

Assim, a densidade espectral de poténcia é
sx(f) = F{Cx(v) + 1k}

f{%az cos(2mfoT) + bz}

1a%8(f +fo) + +a?8(f - fo) + b25(f).
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Exemplo: Cosseno com fase aleatéria

Assim, a densidade espectral de poténcia é
sx(f) = F{Cx(v) + 1k}

f{%az cos(2mfoT) + bz}

1a%8(f +fo) + +a?8(f - fo) + b25(f).

Sx(f)

bZ
a?/4 a?/4

111
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Exemplo: Cosseno com fase aleatéria

Assim, a densidade espectral de poténcia é
sx(f) = F{Cx(v) + 1k}

f{%az cos(2mfoT) + bz}

1a%8(f +fo) + +a?8(f - fo) + b25(f).

Sx(f)

bZ
a?/4 a?/4

111

E a poténcia média é
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Exemplo: Cosseno com fase aleatéria

Assim, a densidade espectral de poténcia é
sx(f) = F{Cx(v) + 1k}

f{%az cos(2mfoT) + bz}

1a%8(f +fo) + +a?8(f - fo) + b25(f).

Sx(f)

bZ
a?/4 a?/4

111

E a poténcia média é Px = 1a?+ b2
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Exemplo: Ruido branco

Um processo ESA é dito ser ruido branco se sua densidade espectral de
poténcia é constante.
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Exemplo: Ruido branco

Um processo ESA é dito ser ruido branco se sua densidade espectral de
poténcia é constante.

m O nome se déd em (uma vaga) analogia com a luz branca, que é
composta de multiplas as cores (frequéncias no espectro).
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Exemplo: Ruido branco

Um processo ESA é dito ser ruido branco se sua densidade espectral de
poténcia é constante.

m O nome se déd em (uma vaga) analogia com a luz branca, que é
composta de multiplas as cores (frequéncias no espectro).

m O ruido branco é apenas um modelo matematico que nao existe na
natureza.
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Exemplo: Ruido branco

Um processo ESA é dito ser ruido branco se sua densidade espectral de
poténcia é constante.

m O nome se déd em (uma vaga) analogia com a luz branca, que é
composta de multiplas as cores (frequéncias no espectro).

m O ruido branco é apenas um modelo matematico que nao existe na
natureza.

m E empregado quando o ruido é suficientemente plano na banda de
interesse.
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Exemplo: Ruido branco

Seja X(t) ruido branco de média 0 e densidade espectral de poténcia n.
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Exemplo: Ruido branco

Seja X(t) ruido branco de média 0 e densidade espectral de poténcia n.

Sx(f)
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Exemplo: Ruido branco

Seja X(t) ruido branco de média 0 e densidade espectral de poténcia n.

A fungao autocovariancia é Cx(t) =

Sx(f)
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Exemplo: Ruido branco

Seja X(t) ruido branco de média 0 e densidade espectral de poténcia n.

A func@o autocovariancia é Cx(t) = F'{Sx(f)} =

Sx(f)

il
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Exemplo: Ruido branco

Seja X(t) ruido branco de média 0 e densidade espectral de poténcia n.

A fungdo autocovariancia ¢ Cx(t) = F '{Sx(f)} = 7 '{n} =

Sx(f)

A

il
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Exemplo: Ruido branco

Seja X(t) ruido branco de média 0 e densidade espectral de poténcia n.

A fung@o autocovariancia é Cx(t) = F'{Sx(f)} = 7 '{n} = né(1).

Sx(f)

A

il
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Exemplo: Ruido branco

Seja X(t) ruido branco de média 0 e densidade espectral de poténcia n.
A fung@o autocovariancia é Cx(t) = F'{Sx(f)} = 7 '{n} = né(1).

Cx(7) Sx(f)

A A

n
ol

\
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Exemplo: Ruido branco

Seja X(t) ruido branco de média 0 e densidade espectral de poténcia n.
A fung@o autocovariancia é Cx(t) = F'{Sx(f)} = 7 '{n} = né(1).

Cx(7) Sx(f)

A A

n
ol

\

A poténcia média do ruido branco é
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Exemplo: Ruido branco

Seja X(t) ruido branco de média 0 e densidade espectral de poténcia n.
A fung@o autocovariancia é Cx(t) = F'{Sx(f)} = 7 '{n} = né(1).

Cx(7) Sx(f)

A A

n
ol

\

A poténcia média do ruido branco é Px = oo.
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Exemplo: Ruido branco limitado em frequéncia

Seja X(t) um processo ESA de média 0 e densidade espectral de poténcia

mn, |f|£f07
Sx(f) = {O e
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Exemplo: Ruido branco limitado em frequéncia

Seja X(t) um processo ESA de média 0 e densidade espectral de poténcia

mn, |f|£f07
Sx(f) = {O e

Sx(f)

Sx(f) =
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Exemplo: Ruido branco limitado em frequéncia

Seja X(t) um processo ESA de média 0 e densidade espectral de poténcia

mn, |f|£f07
Sx(f) = {O e

Sx(f)

Sx(f) =nrect (

L)
2f
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Exemplo: Ruido branco limitado em frequéncia

A fungao autocovariancia é

Cx(T)
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Exemplo: Ruido branco limitado em frequéncia

A fungao autocovariancia é

Cx(t) = F'{sx(f)}
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Exemplo: Ruido branco limitado em frequéncia

A fungao autocovariancia é

Cx(®) = 7 {sx0) = 7 farees(55))
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Exemplo: Ruido branco limitado em frequéncia

A fungao autocovariancia é

Cx(7) = f_]{Sx(f)} = F! {nrect(%)} = 2nfpsinc (2foT).
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Exemplo: Ruido branco limitado em frequéncia

A fungao autocovariancia é

Cx(7) = f_]{Sx(f)} = F! {nrect(%)} = 2nfpsinc (2foT).

Cx (1) Sx(f)
ZT]fo ‘ﬂ
T f
1 1 —
| fo fo
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Exemplo: Ruido branco limitado em frequéncia

A fungao autocovariancia é

Cx(7) = f_]{Sx(f)} = F! {nrect(%)} = 2nfpsinc (2foT).

Cx (1) Sx(f)
ZT]fo ‘ﬂ
T f
1 1 —
| fo fo

A poténcia média é
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Exemplo: Ruido branco limitado em frequéncia

A fungao autocovariancia é

Cx(7) = f_]{Sx(f)} = F! {nrect(%)} = 2nfpsinc (2foT).

Cx (1) Sx(f)
ZT]fo ‘ﬂ
T f
1 1 —
| fo fo

A poténcia média é Px = 2nf,.
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Revisao: Sistemas LIT

Um sistema # é dito ser linear e invariante no tempo (LIT) se as
seguintes propriedades sao validas:

Linearidade:

X1 (t) 25y ()

H
%a(t) iyz(t) = ax1(t) + bxa(t) — ay(t) + byz(t)

Invariancia no tempo:

x(t) Do y(t) = x(t—to) > y(t-to)
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Revisao: Sistemas LIT

Teorema

Se um sistema LIT tem em sua entrada um sinal x(t), entdo sua saida
sera dada por

y(t) = h(t) *x(t),

em que h(t) é a resposta ao impulso do sistema. Equivalentemente, no
dominio da frequéncia:

§(f) = h(f) x(f),
em que h(f) = ]—‘{h(t)} é a resposta em frequéncia do sistema.
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Resposta de sistemas LIT a processos ESA

Considere a seguinte situagao, em que um sistema linear e invariante no
tempo # tem em sua entrada um processo estocdstico X(t) estacionario
no sentido amplo.

Xt) —— H ——Y(®)
296 h(t) Ky
Cx(7) h(h) Cy(7)
Sx(f) Sv(f)
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Resposta de sistemas LIT a processos ESA

Teorema

O processo estocastico Y(t) na saida do sistema também é ESA, com

h(0) px,

R()[* Sx(F).

Lty
Sy (f)
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Exemplo: Circuito RC

Seja X(t) ruido branco de média 0 e densidade espectral de poténcia n.
Determine a média, a densidade espectral de poténcia, a fungao
autocovariancia e a poténcia média do sinal Y(t) do circuito abaixo.
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Exemplo: Circuito RC

Solucao. Parametros do processo de entrada:

Hx =0, Sx(f) =n, Cx(t) =md(T), Px = oo.
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Exemplo: Circuito RC

Solugao. Parametros do processo de entrada:
ux =0,  Sx(f)=mn, Cx(t)=md(T),  Px=o00.

Resposta em frequéncia do sistema:

1
) §(f - 1
Ay = AD g1
x(f) sonrc R 1+j2nRCf
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Exemplo: Circuito RC

Solugao. Parametros do processo de entrada:
ux =0,  Sx(f)=mn, Cx(t)=md(T),  Px=o00.

Resposta em frequéncia do sistema:

. 1
- g(f) j2rfC 1
h f = = = .
(f) x(f) ]271% +R 1 +j2nRCf
Portanto:
h(0) = 1,
” 2 1
()" =

1+ (2nRCf)2"
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Exemplo: Circuito RC

Parametros do processo de saida:

wy = h(0)ux = 0,

n

.2
[h(f)|” Sx(f) = T+ (2nRCT)2’

Sy (f)

||

Cy(t) = F ' {Sy(f)} = F {1 +(22fRC)2} ) ZECe o

n

PY = CY(O) + LL% = ﬁ
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Exemplo: Circuito RC

Cx(7) Sx(f)
. In

| ' “
Cy(T) Sy (f)
n/2RC |

Processos estocasticos estacionarios no sentido amplo — Sistemas LIT vs processos ESA



Exemplo: Filtragem FIR revisitada

Seja X[n] e N(0,1) uma sequéncia aleatdria. Defina

Y[n]=X[n]+X[n-1].

Determine a funcdo média e a funcdo autocovariancia de Y[n].
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Exemplo: Filtragem FIR revisitada

Solugao. Podemos interpretar o problema como segue:

X[n] - H > Y[n]

Ux = 3 Hy =
N - it -
x(¢) = Sv() =
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Exemplo: Filtragem FIR revisitada

Solugao. Podemos interpretar o problema como segue:

X[n) S - Y[n]
ux =0 ~ By =
cxtt - - it -
() - Sv(6) -
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Exemplo: Filtragem FIR revisitada

Solugao. Podemos interpretar o problema como segue:

X[n] - M > Y[n]
ux =0 My =
h[n] =
SN Cyle] =
Sx(¢) = Sv(¢) =
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Exemplo: Filtragem FIR revisitada

Solugao. Podemos interpretar o problema como segue:

X[n] - H > Y[n]
ux =0 ~ My =
SORE G oyl -
Sx(¢) =1 Sv(¢) =
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Exemplo: Filtragem FIR revisitada

Solugao. Podemos interpretar o problema como segue:

X[n] - M > Y[n]
. *[‘a ) O[B] h[n] = 8[n]+8[n-1] C“Eﬂ:_
* R(P) = e
Sx(¢) =1 Sy(d) =
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Exemplo: Filtragem FIR revisitada

Solugao. Podemos interpretar o problema como segue:

X[n] - H > Y[n]

x =0 e AT Hy =
ot = st MRS e -
Sx(¢) =1 Sy(¢) =
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Exemplo: Filtragem FIR revisitada

Solugao. Podemos interpretar o problema como segue:

Xn] - - Y[n]

hx =0 = §[n]+8[n- My = 7
Cx[4] = 5[4) h[g(] o e ol = 7
Sx(9) = 1 Sy(®) = ?
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Exemplo: Filtragem FIR revisitada

Tem-se:

h(0) = 1+e72™0 = 2,
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Exemplo: Filtragem FIR revisitada

Tem-se:

h(0) = 1+e72™0 = 2,

AP = 1 +e72)
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Exemplo: Filtragem FIR revisitada

Tem-se:

h(0) = 1+e72™0 = 2,

AP = 1 +e72)

’ 1+ cos(2md) — jsin(2nd) |2
| S

Re Im
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Exemplo: Filtragem FIR revisitada

Tem-se:

h(0) = 1+e72™0 = 2,

AP = 1 +e72)

’ 1+ cos(2md) — jsin(2nd) |2
Re Im
[1+cos(2mtd)]? + sin? (27d)

1 +2cos(2md) + cos? (2md) + sin’ (2md)

1
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Exemplo: Filtragem FIR revisitada

Tem-se:

h(0) = 1+e72™0 = 2,

AP = 1 +e72)

’ 1+ cos(2md) — jsin(2nd) |2
Re Im
[1+cos(2mtd)]? + sin? (27d)

1 +2cos(2md) + cos? (2md) + sin’ (2md)

1

2+ 2cos(2nd).
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Exemplo: Filtragem FIR revisitada

Portanto, a média de Y[n] é

Ky = ]:1(0) Ux = 07
——
0
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Exemplo: Filtragem FIR revisitada

Portanto, a média de Y[n] é

Ky = ]:1(0) Ux = 07
——
0
a densidade espectral de poténcia de Y[n] é

Sy(d) = [A()[* Sx () = 2+2cos(2md),
1
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Exemplo: Filtragem FIR revisitada

Portanto, a média de Y[n] é

wy = h(0) ux =0,

——
0

a densidade espectral de poténcia de Y[n] é

S o2

Sv(d) = [R(d)]"Sx(d) = 2+2cos(2nd),
1

e a fungao autocovariancia de Y[n] é
FHSv(d)}

= F 2} + F {2cos(2ndp)}
25[¢] + 5[~ 1] +8[€+1].

Cy[¢]
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