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» O que sao MMCs?

Um canal matricial multiplicativo (MMC) sobre um
anel R € um canal de comunicacao no qual a entrada
X € R™* e asaida Y € R™* sdo matrizes relaciona-
das pela expressao

Y = AX,
em que A € R™*" é a matriz de transferéncia.

X > A > Y

» Por que estudar MMCs?

MMCs sao modelos adequados para a comunicacao
fim-a-fim em redes de comunicacao que empregam
codificacao de rede linear [1]. Nesse contexto,

® X é a matriz cujas linhas sao os n pacotes transmiti-
dos pelo no fonte.

® Y & a matriz cujas linhas sao os m pacotes recebidos
pelo no destino.

®* A € uma matriz cujas entradas sao determinadas
pelos coeficientes (possivelmente aleatdrios) das
combinacoes lineares da codificacao de rede.

Tradicionalmente, R € um corpo finito e cada pa-
cote é um elemento de R".

» Por que MMCs sobre aneis de cadeia?

Em codificacao de rede na camada fisica via reticu-
lados aninhados, mostra-se que [2]

®* O anel R nao € necessariamente um corpo finito,
mas sim um anel de ideais principais (PIR) finito.

® Os pacotes sao elementos de um R-modulo finito,
o qual ndo é necessariamente da forma R".
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Uma vez que todo PIR finito € um produto de anéis de
cadeia finitos, € natural considerar o estudo de MMCs
sobre anéis de cadeia finitos.

» Contribuicoes do trabalho

Este trabalho adota um enfoque probabilistico, sob a
6tica da teoria da informacao. Como contribuicoes:

* Uma expressao fechada para a capacidade do ca-
nal € obtida.

* Um esquema pratico de codificacao que alcanca a
capacidade em complexidade de tempo polinomial é
proposto.

Os resultados aqui apresentados estendem alguns da-
queles em [3]. Um outro trabalho relacionado é [4].
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» Definicao
Um anel de cadeia é um anel no qual os ideias formam

uma cadeia quando ordenados de acordo com inclusao
de conjuntos (<).

Em particular, todo corpo e um anel de cadeia.

» Notacao

R | um anel de cadeia finito

um gerador do ideal maximo de R

0 numero de ideais proprios de R

a ordem do corpo residual R/ {r)

Q| »m |

um conjunto de representativos de R/ (r)

» Exemplo: Anéis de ordem 4
Z4 Zg X Zg Zg[i] F4

» Expansao r-adica
Todo x € R pode ser escrito unicamente como
x = xO 4 xUr 4 x@7r2 1. x5 1gs=T

emque x) e, para0 </ < s.
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Algebra Linear sobre Anéis de Cadeia

» Definicoes
Um s-shape € uma sequéncia

= (to, p1, - - -, fts—1)
talque 0 < o < p1 < -+ < pg_1.
Define-se
R“é§1> X oo X (1) X ) X-ve X () X -
10 11— fo

Hs—1—Hs—2
o qual € um R-maédulo.

» Teorema de estrutura para R-modulos finitos
Se M é um R-modulo finito, entao

M= R"

para algum s-shape . unico. Diz-se que i € o shape
de M e escreve-se u = shape M.

O shape de um R-modulo generaliza o conceito de
dimensao de um espaco vetorial.

» Shape de uma matriz
O shape de uma matriz A € definido por

shape A = shape(row A) = shape(col A),

em que row A e col A sao os espacos linha e coluna
de A, respectivamente.

O shape de uma matriz generaliza o conceito de
posto.
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Modelo do Canal Capacidade do Canal

» Parametros do canal

R | um anel de cadeia finito (parametros: s e q)

n | um inteiro (hnUmero de pacotes transmitidos)

m | um inteiro (numero de pacotes recebidos)

pa | uma distribuicao de probabilidade em R™*"

A | um s-shape (shape do espaco de pacotes)

Observacoes:

®* Se R =TF,, entdao A = ¢/ & o comprimento do pacote.
e Cada pacote é um elemento de R*.

¢ O conjunto das matrizes com n linhas e cujas linhas
pertencem a R* é denotado por R™\.

» Hipoteses

® A cada uso do canal, A é i.i.d. de acordo com pa.

® As instancias de A sao desconhecidas do transmis-
sor, mas disponiveis ao receptor, isto &, assume-se
conhecimento do canal no receptor (CSIR).

» Definicao do canal
O MMC com CSIR é um canal discreto sem memoria
(DMC) com entrada X e saida (Y, A), de modo que

e Alfabeto de entrada: X = R™.
¢ Alfabeto de saida: Y = R™** x RMxn,
¢ Probabilidade de transicao:

pa(A), seY = AX,

Y, AlX) = o
Prax(Y;AlX) {o, caso contrario.

» Resultado para corpos finitos

Teorema [3]: A capacidade do MMC sobre um corpo
finito I, em simbolos g-arios por uso do canal, é

C = E|[r],

em que r = rank A e ¢ € o comprimento do pacote. A
capacidade é alcancada com entrada uniforme.

» Resultado para aneis de cadeia finitos

Teorema: A capacidade do MMC sobre um anel de
cadeia finito R, em simbolos g-arios por uso do canal, é

s—1
C = Z E[pS—i—'I])\i?
=0

em que p = shape A e )\ é o shape do espaco de paco-
tes. A capacidade é alcancada com entrada uniforme.

Esquema de Codificacao

» Notacao
F = R/(m) | corpo residual de R
¢ : R— F | projecao natural de Rem F
¢ : F—1T | seletor de representativo

» Ideia basica do esquema

O esquema adota uma abordagem em camadas,
combinando diversos cddigos sobre o corpo residual
(por exemplo, os de [3]) para obter um novo codigo so-
bre 0 anel de cadeia.
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Caracteristicas do Codigo

Esquema de Codificacao [cont.]

» Construcao do codigo

Seja Cy, (1, . ..,Cs_1 UMa sequéncia de cddigos sobre 0
corpo residual, em que cada C; C F™*. Define-se

S—1
C = {ZxU)w’:x,ec,-,ngs},

=0

em que X!) = {@(X,-) O} e e,

» Decodificacao
Via um algoritmo multi-estagio:

Entrada: (Y, A) ¢ R™* x R™" com shape A = p.
Saida: X € C tal que Y = AX.

Passo 1: Calcule matrizes P, D, Q tais que A = PDQ,
em que (/) D € a forma normal de Smith de A e
(/1) P e Q sao inversiveis.

Passo 2: Defina as matrizes X £ QX (desconhecida)
e Y = P~Y (conhecida), de modo que

~

Y =AX — Y =DX
Dai, calcule X\¥ X" S(s=1)

Ps—1XA0? T ps_aX A7 T T T p X Ag 4

Passo 3: Baseado em X = QX, pode-se mostrar que
Yi = AiX,

para0 </ < s,emque Y, € F™Y e A, € F™" sao
calculadas em funcao de dados conhecidos (veja ar-
tigo). Dai, decodifiqgue sucessivamente Xp, Xi, ..., Xs_1
e calcule X de acordo com a decomposicao w-adica.
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» Taxa e probabilidade de erro
A taxa do codigo é dada por

R(C) = R(Co) + R(C1) +--- + R(Cs-1),
e a probabilidade de erro é limitada por
Perr(c) < Perr(CO) + IDerr(c1) +o Tt IDerr(cs—1)-

Como consequéncia, se cada C; alcancar a capacidade
em MMC(F,n,m,pa, A\i), entao C alcangara a capaci-
dade em MMC(R, n, m, pa, \).

» Complexidade
O esquema tem complexidade de tempo polinomial.

» Universalidade

Analogamente a [3], nao é necessario o conhecimento
completo da distribuicao de probabilidade de A, mas
apenas o conhecimento de E[shape p].
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